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INTRODUCTION. 



Le but que je me suis proposé dans ce travail est de pré- 
senter un ensemble des recherches les plus importantes sur 
rintégralion des équations de la Mécanique. Ces travaux qui 
sont dus à Lagrange, Poisson, Hamilton, Jacobi, Donkin, 
Bertrand, Liouville, etc., sont disséminés dans diverses revues 
périodiques. J'en ai déjà fait connaître quelques-uns dans un 
Mémoire publié en 1871 : j'aurai l'occasion de reproduire ici 
une partie de ce Mémoire en lui donnant plus de développe- 
ments. 

Aucun ouvrage n'a encore été publié jusqu'ici sur cette 
matière. Cependant ces théories ont pris une telle extension 
qu'il est nécessaire pour ceux qui désirent les étudier et les 
approfondir d'avoir un guide qui les dispense de faire un 
nombre considérable de recherches. Aussi, j'espère que le tra- 
vail actuel pourra rendre quelques services. 



INTÉGRATION 



DES 



ÉQUATIONS DE LA MÉCANIQUE. 



1. 

Formules de Lagrange. — Équations canoniques. 

«• On sait qo^en appliquant le théorème de d*Alembert au 
mouvement d'un système patériel, on obtient Téquation : 

en désignant par iti^ la masse d'un point du système, x,, y,, z^ les 
coordonnées de ce point à la fin du temps r, X^, Y^., Z< les com- 
posantes de la force P^ qui agit sur ce point, dx^^ di/f^ dz^ les 
projections sur les axes du déplacement virtuel do-, de ce point. 
Les déplacements Sxt, di/i^ $Zi doivent être compatibles avec les 
liaisons du système à l'instant considéré. 

C'est l'équation générale de la dynamique : on l'appelle 
l'équation de Lagrange. 

t. Dans le cas où il existe une fonction de force U, c'est-à-dire 
une fonction telle que l'on ait : 

il vient : 

2^ /DU DU DU \ , 



(2) 
et l'équation de Lagrange devient alors : 

„ ((Px, d'y, (Tz, \ • 

8. II est évident que, même dans le cas où il n*y a pas de 
fonction de force, on peut toujours écrire Téquatioû de Lagrange 
sous la forme symbolique : 

mais il faut bien observer que dans celte équation, U n'a de 
signification que si la fonction àe force existe, c'est-à-dire si 

est une différentielle, exacte d'une fonction U. Dans le cas 
général où il n'existe pas de fonction de force, dV sera une 
notation abrégée employée pour représenter l'expression 

en d'autres termes, dans ce cas, U seul ne représentera rien. 

4. L'équation (1) a été obtenue en supposant le système 
rapporté à des coordonnées rectangulaires. Supposons niain- 
(enant qu*aux coordonnées rr^, ^<, r^, on substitue d'autres 
variables ç^, 921 ••• 9a « b'ées à otj, j/^, z^ d'une manière quelconque, 
mais de telle sorte cependant que Ton puisse toujours exprimer 
^i» î/rf» ^/ en fonction de g^, 72» •••?*• '^s variables q^ 9a, ... 9*1 
ne sont pas nécessairement au nombre de 3n, comme les coor- 
' données ar„ ^,, z^.Il est même préférable, dans la plupart des 
cas, de prendre le nombre k < 3n, de telle manière que, par 
le choix même de ces variables nouvelles, les équations de 
condition soient satisfaites d'elles-mêmes. 

Ainsi, par exemple, supposons un poi^it assujetti à demeurer 

sur une sphère : 

x' -4- y' -4- 2' = f'; 



(3) 

on pourra choisir deux \tiriables nouvelles q^, q^, définies par 
les équations 

y ssrslnqi ces g», 
jrs=rsînqra, 

et il est évident'que, par ce choix de deux nouvelles variables, 
la liafson sera satisfaite d'elle-même. 

Ainsi encore, dans le cas d'un point assujetti à demeurer sur 
Tellipsoïde : 

si Ton pose : 

X == a sin 9i cos 9a, 

y ss&singicosçs, 

2r =3 c sin q^^ 

la liaison sera satisfaite d'elle-même. 

En général, si Ton a m équations de liaisons, les 3n coor- 
données peuvent être exprimées au moyen de 3n — m d'entre 
elles, ou au moyen de 3n — m yarrables nouvelles. 

Si nous désignons par g^, q^, . .. g^, ces 3n — m^=^k nouvelles 
quantités, elles doivent être telles que si l'on exprime X;, y,, z, 
au moyen de ces quantités, et si l'on substitue les valeurs 
desi Xfj y., z^ ainsi obtenues dans les équations de condition : 

L, = 0, L,==0, ... L^ = 0, 

les premiers membres de ces équations s'annulent identiquement, 
c'est-à-dire que l'on aura identiquement :. 

h (?i> .y«> •" qk) = 0, ... L«(çi, qr», ... qt) = 0, 

sans qu'il existe aucune relation entre les variables q. 

5. Gela posé, substituons aux variables ar^, y,, z, les k variables 
nouvelles Çi, 921 •••9a (le. nombre k étant pour le moment 



(*) 



tout à fait quelconque) , liées aux premières par des équations 
telles que 

^i = f{t;qiiqij •..9*); 

nous aurons, en désignant par xi, q[j 9^, ••.9!, les dérivées 
de Xi, 9i, 92» • •• 9k par rapport à I : 

^'i = ^(^ 9i> ?î> — î'*} 9î» ?i> ••' ?*)• 

« 

•• Avant de faire la substitution, nous allons d'abord trans- 
former réquation (1). . 
A cet effet, posons : 

= 1 2«''('^''' ■*- y" + «''')î 

d'où: 



JT 



JT 



JT 



— =t m,x, , — == w^„ — = iM,z, , 

ix, iy] iz, 



et, par suite, 



d% 



dx', 



"''di^=='"'dF 






, etc. 



L'équation (1) devient alors : 



2 



■ DT , dT , î)T ' 

a . —7 » • — ; « • — , 



di 



dt 



dt 



= (yu. 



Od peut mettre le premier membre de cette équation sous 
la forme suivante : 

rf ^ /JT , JT , JT \ 

_ yjil d. Sx, iT d.iy, iTd.izÀ 
^ \ix', rft "*" jy5 dt **" Jzi dt I 

- rfv/^'^ * JT , Jï \ 
,« /DT ■ DT DT \ 



(«) 

Or, de la formule 
11 résulte que T est une fonction des x^ y|, z'i; on a donô : 

* 

et, par suite, Téquation (2) devient : 

9. Cette équation (3) n'est qu'une transformée de Péqua- 
tion (1) toujours en coordonnées rectangulaires. Nous allons 
maintenant introduire les variables 9, et chercher séparément 
ce que deviennent les trois termes de Téquation (3) lorsque l'on 
remplace les rr., y^, Zt par les q. 

Or, T est une fonction de or-, t/-, js^; mais, Xi^ y„ z< étant des 
fonctions de /, 9^, ... ?«, il^ en résulte que x[, y-, zl sont 4^s 
fonctions de /, 91, ... 9^9 9ii ••• 9m données |far les formules 

par conséquent, T sera une fonction de q'i,...qt, qu...qt, et 
nous aurons : 

59, •" iq. 

D'autre part, on a : 

*'«=2^;*9.' <^y'=23f/9" «^^'^S^/^-O' (^) 

(0 On ne doit ^as, dans ces formules, tenir compte du terme en ât. 



(6) 



et, par suite, 



^,^.W,iq. iy',iq. iz',iq.l ^" 



D'aillears, des équations (4) on tire: 

dX( ix, iy', iyt iz', iz, 

H~ ^' 'îi ~~ ^- ' H "^ ^î. ' 



d'où : 



^ ^ /3T 3x1 3T Jy; 3T D/, \ V !>T . 



Mais on a aussi, en général, en remplaçant Xi, y,., r, par leurs 
valeurs en fonction dé 91,... 9^ et les ^o;^, dy,, dr, par les 
valeurs (5) : 

* . \ ^qs ^q. ^qs I , 

en posant : 

^r\ ^q. ^qs ^J 



L*éq nation (3) devient alors : 



(6) 



Mais, on a : 



d. 



dT 






puisque f doit rester constant dans les différentiations relatives à la carac- 
téristique (f , les déplacements étant compatibles avec les liaisons. 



(7) 
et l'équation (6) peut être mise sous la forme suivante : 



d- 

2 ^^^'-2^^.-20.^..^ 



oîi bien : 



8.. Jusqu'ici nous n'avons fait aucune hypothèse sur les 
variables q, que nous avons supposées en nombre quelconque. 
Supposons maintenant que les variations dq soient arbitraires, 
ce qui arrivera lorsqu'il n'existe pas de relations entre les 
variables 9, c'est-à-dire lorsque le nombre k sera le plus 
petit possible (k=Zn — m); les coefficients de ces variations 
seront nuls séparément , et l'équation (7) se décomposera en 
k équations de la forme 

_i.___Q.==oa (8) 

s pouvant avoir les valeurs 1, 2, ... ft. 

Si, au contraire, il existe des relations.entre les variables 9, 
c*est-à-dire si A: > 5n — m, ces liaisons seront exprimées par des 
équations de condition. On fera alors usage de l'équation (7), 
et l'on traitera la question de la même manière que dans le cas 
des variables Xf, y^, z^; par exemple, on emploiera la mélhode 
des multiplicateurs. 

Les formules (7) et (8) sont dues à Lagrange. 

{*) M. Bertrand a donné une autre démonstration de ces formules (Méca- 
niqtie analytique de Lagrange, t. I, p. 409)^ Voir aussi la démonstration 
de Jacobi, Vorlesungen ûber Dynamik, pp. 64 et 65. 



(8) 

* 

•• Lorsqu'il existe une fonction de force U, en y introduisant 
les variables g^ , . . • g^, on a : 

réquation (7) devient alors : 

et les équations (8) nous donnent : 

DÔ; DT DU • 
^' =0. (9) 



dt Dqr, D^, 

f o. Les équations (9) qui ont lieu seulenaent dans le cas od 
il existe une fonction de force, sont du second ordre. Elles ne 
sont pas faciles à intégrer dans la plupart des cas; mais on peut 
les simplifier» en introduisant de nouvelles variables. A cet effet, 
on fait usage d'une transformation imaginée par Poisson et par 
Hamilton, ce qui réduira les équations à d*autres ne contenant 
que des dérivées du premier ordre, mais dont le nombre sera 
double. 

* Pour effectuer la transformation, nous supposerons que les 
liaisons sont indépendantes du temps, de sorte que les variables 
^i9 Vii 2 j s'expriment en fonction des 9, au moyen d'équations 
ne renfermant pas explicitement le temps /. 

Nous aurons ainsi : 

^ D9, ^ Dqr, ^ ^, 

par conséquent, x\, y'i, z\ sont des fonctions homogènes et du 
premier degré de 9!» 919... 9a* Mais alors il est évident que 
la fonction 



(9) 

sera une fonctioft homogène et du second degré de ci, ci, ... 9^ 
dont les coefficients seront des fonctions connues de 91, 92» ••• ?»• 
Cela établi, posons avec Poisson : 



^T 

^r''" 



(iO) 



et nous aurons, au lieu de l'équation (9), les deux équations 

suivantes : 

dp, ^ D(T •+• U) 

dt ^q. 

D9, 

Mais ce n*est pas la forme définitive des équation^ du mou- 
vement : les équations (11) subiront encore une autre transfor- 
mation que nous ferons* connaître phis loin. 

if. Remarque. — Nous pouvons cependant déjà déduire des 
équations (11) un résultat remarquable (*) : 

Propriété. . — Si Pon peut choisir les variables q de telle 
manière que l'une des variables q. n'entre pas dans la fonction 
de force V^ et si, en outre, la fonction T né renferme pas la 
variable q, elle-même, mais sa dérivée q'„ il en résultera une 
intégrale du système d'équations différentielles (11). 



Cette intégrale sera : 



DT 



p, s=3 const.^ ou : — -, = çonst. 

En effet, puisque^ par hypothèse, T et Û ne renferment pas 

. la variable q„ on a : 

D(T -♦- U) 



par suite. 



^9' 



dpg 

—■ = 0', ou bien : p, = consL 

ai 



C) Jacobi, Vorlemngefi ûber Ùynamik, p. 66. 



(10) 

se présente dans lê problème db mottvetnent d'un 

attiré vert un centre fixe. 

le ceotre est prJs.pour origine, on a les formules 

X E= r C09 y sin $, 
y=r siDpsins, 
I — rcosS, 

lar r le rayon vecteur, 6 l'angte qa'il Tait avec 

p l'angle que sa projection sur le plan des x^fait 

r. 

pour abréger : 

,_dr , de , df 
''~5(' *^rf(' ^^Jt' 

l'il ne s'agit que d'un seul point matériel : 

;" + y» 4. ï'*) = - m{r'^ + r's"-+- r' sId' i . j."^. 

e voit, la fonction T ne renferme pas la variable f, 
rme sa dérivée f'- 
la fonction de force étant : 

r 
e pas la variable f. 

^T , . , . 

— =! tnf' sm' S . p = const., 

aisant entrer le facteur m dans la constance, 

)le du problème. 

le de s'assurer que cette équation n'est autre que 



( H ) 
Tintégrale des aires dans le plan des xy. En effet, des formates': 



I 



on tire : 



d'où: 



ou bien : 





xtarcosf sm0, 




y =srsiD3psin 9, 


• 


X 


f 

C08*f 


xy' — yx' xy' — yx' 
x* r*8in'«cos*f 




, a:y' — yx' 



par conséquent, Téquation 

r'8in*6./ = const., 

est équivalente à Téquation 

xy' — yx'^=iCon8t,y 
ce qui est Tintégrale des aires dans le plan des xy. 

18. Reprenons maintenant les équations (11) : 

dp, dT du 
dt ^q, d^f 

DT 
^9* 



(il) 



Dans la première de ces équations les variables indépendantes 
sont les q et les q'; proposons-nous de la transformer en prenant 
pour variables nouvelles les q et les p. 

La fonction T étant une fonction homogène du second degré 
des 9', dont les coefficients dépendent des q^ il résulte de la 
seconde des équations (11) que les p sont des fonctions homo- 
gènes et linéaires des q'. 

En vertu de la définition des p, on aura donc k équations de 

la forme 

Pi «=» w<, 

Vi étant une fonction linéaire de Çi, ... 9*. 



'î'^** 

k^»"'-'. 






7. ■• •♦ • 
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(12) 

Si Ton résout ces équalioDS par rapport à 9!, 91».. «91» on 
obtient k équations de la forme 

9;=-K„ 

Kj étant une fonction linéaire de pi, psi ••• P*» ^^^^ "^^ coefficients 
dépendent des 9. 

Observons que, par le changeaient de variables, ^ ne change 
pas, puisque U, qui renferme seulement 9^, 92, ... 9^, est indé- 
pendant de 9^1, 9s,... 9I, et, par suite de pi, Ps, ...pii. Au con- 
traire ~ changera. En effet, T est une fonction de 9^, 9^, ... 9^, 
9o 9i»*-*9*9 et par rapport à ces dernières, T est homogène 
et du second degré; si, au lieu des 9', nous introduisons les p, 
au moyen des équations linéaires 9| = K^, T deviendra une 
fonction de 9f, ... 9^, p^ , ... p^^; elle sera homogène et du second 
degré par rapport aux p, et elle aura changé relativement au-x 9, 
puisque les coefficients des K„ que nous introduisons à la place 
des 9', renferment des 9. 

Par conséquent, si Ton prend la dérivée partielle de T par 
rapport à 9. dans la nouvelle hypothèse, cette dérivée ne sera 
pas la même que dans la première hypothèse. 

Pour distinguer, nous désignerons par (|^)i (^) les quotients 
diS'érentiels de T, considérée comme fonction de9^...9A,Pf,...pii, 
et par |~^, comme ci-dessus, les quotients différentiels de T, 
considérée comme fonction de 91, 9^, ... 9^, 9I, 9s, ... 9I; il résulte 
de ce que nous venons de dire que |~ et l^) auront des 
valeurs différentes. 

Proposons-nous maintenant de trouver par quoi Ton doit 
remplacer |~ dans les formules (11), lorsque T deviendra fonc- 
tion de pi,...Pii, 9f,...9A. 

Nous avons, en vertu du théorème des fonctions homogènes : 



âT 



dT 



DT 



7-? 9t -^ rr 9» 
D9; D9s 



dt 



{*) Dans cette formule et dans les suivantes, T est considéré comme 
fonction des q et des q\ 



^•f'P- 



iM' 



(13) 

I 

OU bien : 

formule que Pou peut écrire sous la forme suivante : 

T = piçî -4- Pj?; -*-•••-*- pY* — T. 
Prenant la différentielle tolale des deu$ membres, on a : 

rfT = pidq[ -4- pjrfg; -4- ... -4- pidçi 
•V q[dpi -4- qfidpî -f. ... 4- qldqt 

;)T , dT , DT . 

— — aÇi — — «?« — "9* 

— — . dq\ — — rfç, — dq', , 

OU bien, en réduisant en vertu de la deuxième équation (11): 

dT = q\dpi H- q'tdpi + ••• -*- q'^dp^ 

;)T , OT , DT , 

T étant toujours considéré comme une fonction des q et des q\ 
Mais, si nous introduisons dans T, au lieu des 9', les quan- 
tités p, au moyen des équations 

q\ = K„ 
T devient une fonction des p et des q^ et Ton a : 

par conséquent, 



Cette équation devant être identique, on a : 









Si, maintenant, nous remplaçons ^ dans la première des 



équations (H), il vient: 






et alors les équations (11) peuvent être remplacées par les 
suivantes : 

dp. DU 

It 

dq. /DT\ ' 






de 



14. Si Ton compare la seconde de ces équations (12) avec 
la seconde des équations (11) 

DT 

on en conclut quMI existe entre les quantités q' et p une sorte 
de réciprocité. 

15. Âfln de donner aux équations (12) une forme plus simple, 

posons : 

H===T — U, 

nous aurons : 



dH\_/dT\^/dU\ 



( 

[îpj ^ [îpj \ipj ■ 



(15) 

f 

Mais, comme nous l'avons déjà remarqué, U ne renferme 
pas Pi > Pa, • . • p* ; par conséquen t. 



(f.)=- 



d'autre part, 






Tiq, 



puisque U ne renferme que les 9, et par suite, ne change pas 
quand on remplace les 9' en fonction des p. 
On a donc : 



/DH\ /DT\ DU 



et les équations (12) «leviennent : 



rfp.__/OH\ 
dt "^ \Dgr,/ ' , 

, PI). 



dq, 
dt "* 

Comme, dans ces dernières équations, il est évident que p et 9 
sont les variables, on peut supprimer les parenthèses et écrire 
ces équations sous la forme suivante : 



dp, 
dt 


DH 
DÇi 


dÇi 


DH 



(13) 



dans lesquelles H = T — U. 

r 

On à autant d*équations semblables à celles-ci quil y a de 
variables p et 9. 
C'est Hamilton qui a donné la forme (13) aux équations du 



(16) 

mouvement ('). Elles s'appellent les équations canoniques du 
mouvementf ou système hamiltonien, 

La fonction H =» T-^ U a reçu de Jacobi le nom de fonction 
caractéristique (**). * 

te. Remarque. — Il est facile de retrouver m moyen des 
équations (13) le principe des forces vives. En effet, il résulte 
de ces équations (13) que la fonction H reste constante pendant 
toute la durée du mouvement. 

Pour démontrer cette propriété, il suffit de prouver que Ton a t 

dE 

— -=0. 

dt 

Or^ la fonction H étant, par hypothèse, une fonction de 
9i9 ••• 9i9 Pu ••• Pkf qui 06 renferme pas explicitement le temps (**'), 
on a: 



dH _ ^ /DH dq^ m dpA 

dt^ ^ [diji dt Dp) Itl 



Mais, si Ton multiplie les équations (13) respectivement 
par ^ et ^', et si l'oir retranche, il vient : 

dH dpi dH dqi ^ 

Dp< dt DÇi dt 

Donc, en faisant la somme pour toutes les valeurs de t 
depuis t >» 1, jusque t &» fc, on a : 

^ \Dqf, dt "*" Dp, dt I ■ 

et, par suite, 

dn 

— = 0. 
dt 



(*) On a gênerai tnethod in dynamia (Pbilosophical Transactions, 
1834 et 1835); Jacobi, Vortesungen ûber Dynamik, 

{**) Vortesungen ûber Dynamik, p. 70. 

{***) Ed effet, la fonction de force U ne renfermant pas, par hypothèse, 
explicitement le temps , il en est de même de la fonction H = T — U. 



(17) 

Par conséquent, on a : 

H = consL 

pendant (oute la durée du mouvement. 

D'ailleurs, on a posé : 

H«=T — U; 

par conséquent, l'équation H <= const. nous donne : 

T — U c=To — Uo, 
ou bien : 

T-To=U — Uo, 

riodice indiquant que Ton a fait (= /q ^^^^ 1* ^^ U. 

Or, T est la demi-somme des forces vives du système, et U 
la fonction de force : il en résulte que la dernière formule n'est 
autre que l'expression du théorème des forces vives. 

19. Remarque. — Puisque Ton a H = const. pendant toute 
la durée du mouvement, on en conclut que Téquation 

H «=s const. 
est une intégrale des équations canoniques {*) (13). 

18. Dans le cas où il n*y a pas de fonction de force, on doit 
remplacer |^ dans les équations (11) par l'expression 

^Xi Dy,- D^,. 



^^ iq. iq. ^.1 



et alors les équations (13) seront remplacées par les suivantes : 

dq, 3T 1 

(U) 



dt ip, 



(U Df^ 

(*) On appelle intégrale des équations canoniques une équation telle 
que Casa, jouissant de cette propriété que Ton a identiquement ^ r= 0, 
en vertu des équations canoniques. 

2 






I 

,1 



( i8) 

19. Les équations canoniques (15) sont au nombre de 2k\ ce 
sont des équations différentielles ordinaires. La fonction H ne 
renferme pas explicitement le temps. Cesl la forme à laquelle 
ou peut ramener les équations d'un problème de mécanique 
auquel le principe des forces vives est applicable. En les inté- 
grant, on obtient 2A: intégrales distinctes, contenant 2A: constantes 
arbitraires. Ces ik équations serviront à déterminer p^^pj» *•• P*9 
9i9 93« •*• Qk^ ^n fonction de t et des 2k constantes arbitraires. 

to. Application, -r- Proposons-nous d'appliquer les équa- 
tions (13) au cas où les variables qi, q^^ ... q^, sont précisément 
les coordonnées x,, j/iy r,, ce qui arrivera lorsqu'il n'y aura pas 
d'équations de liaisons. Le système est alors nn système de 
n points matériels entièrement libres. 

Dans ce cas, on a : 

On en tire : 

DT DT 





Pi 


D^; DxJ 


d'autre part, 




DT DT 

— — 0, 

D7. Dj, 

ZV DU 
Dç, Da*/ 

DT DT 

Dp< D(w,x;) 

— = 0. 


Par suite, on a : 




DH DU 
D9, Dx<' 

DH , 

Dp, 



<9 



( i9 ) 
et les équations (13) nous donnent : 

dimtx't) ^ DU 
dt ^Xi 



OU bien : 



dxt 



^x], 



dx'i . DU 
tw, —- = — » 
dt Dx, 



dxi 

■rfT 



-Xi. 



Or, de ces deux dernières on tire : 



J?Xi _ DU 



de même, on a : 



d^Vi DU 
dt* D^. 



(fie, DU 

dt* Dz. 



On retrouve donc ainsi les équations ordinaires du mouvement 
du point 9iij libre. 



H. 



Méthode de M. Emile Mathieu. 



tfl. On peut obtenir les équations d*Hamilton sans faire 
usage des équations de Lagrange. La méthode directe que nous 
allons faire connaître est due à M. Emile Mathieu ('). 

Reprenons l'équation 



(d*Xi 



à^Vi 



5-'r^^^^'-s^^'-§^-^)-^^' 



(i) 



(*) Journal de Liouville, 2' série, t. XIX. 



(20) 

en supposant qu'il existe une fonction de force U, et soient 

L, = 0, 1^ = 0, ..., L„ = 0, (2) 

les équations qui expriment les liaisons du système. 

Supposons que ces équations, ainsi que la fonction de force U, 
ne renferment pas explicitement le temps t, et posons, comme 
précédemment : 

It"^^'' rfr""^" rf7""^'' 
nous aurons pour Texpression de la demi-force vive : 

et réquation (1) devient : 

Or, de réquation (5) on tire : 

Cette même équation (5) nous donne aussi : 

En soustrayant ces deux dernières équations, il vient : 

2 1 '^^^' M.^.V' 'y^^A 

par suite, on a : 

- 2'"' \-^ '^•^' •*■ ^ ^y* + ^ to,) = «• - jD, 



(24 ) 

OU bien, en posant T — U <= H, 

Si mainteDant nous représentons les coordonnées x^, y,, z, par 
la lettre Q affectée des indices 1, 2, 5, ... 3n, et les quantités 
m,-x<, m.y), fTi.zl, correspondantes par la lettre P affectée des 
mêmes indices, la dernière équation devient : 



H Pî — r- -4- ... -4- Pj» — r 

di dt dt 



) 



Or, au moyen des m équations (2), on peut réduire le nombre 
des variables Q à 3n — m; en d'autres termes, on peut expri- 
mer les Zn variables Q en fonction de 3n — m nouvelles 
variables, de telle. manière que les équations (2) soient identique- 
ment satisfaites. 

Désignons par gi, gj, ... q^ ces 3n — m=k nouvelles variables, 
et choisissons des variables p., en même temps que les g^, et 
qui satisfassent à Téquation : 

Si Ton prend les variations virtuelles égales à celles que 
subissent effectivement les variables q^ et Q; pendant le temps di^ 
ce que Ton peut faire, puisque nous avons supposé que les liai- 
sons et la fonction U ne renferment pas explicitement le temps, 
réquation (5) nous donne : 

et réquation (4) devient : 

• / ^9i dqk\ à ^ 



FfTecluaiit les opérations indiquées, et sapprimaDl 
ui se détruisent : 



(') 



existe aucune équation de condition entre les nou- 
iles, nous aurons, en égalant les coellBcieats des 
lions dans les deux membres, les équations suivantes 
leSit: 



.....l>,_*,„_,.._ 


t*,.-™ 


içant SH par sa valeur, il vient 




••— ^>-ï"- 


-!■''. 


iq,-t + — Stl, ■* J», -*- ■ 


-> 



dq, 
dt 




dp, 
dl" 




éqwttiom d'Hamitton. 



ans ntaintenanl à la détermination des variables p. 
ion (S) les variations Sq sont indépendantes; cette 
us donne donc pour la définition de />, la formule 

,,_p.î*.p *...... P. f-, ,9, 

3q, iq, 3^, 

3urs de $ égales à 1 , 2, ... k. 

mule (9} nous permet de passer des variables de 
^) i celles de l'équation (7) ou des équations (8). 
s avons égard aux significations particulières des P 
tte équation (9) nous donne : 

2( .ix, .iy, .ix\ ' 



( 25 ) 

Or, en désignant par q\^ 9^, ... q\^ les dérivées de ?{ , 9<i, ... qi, par 
rapport à /, on a, en observant que les équations de condition 
ne renferment pas explicitement le temps : 



dloù : 



de même. 



X. =. — =« — 9i ■+- — <jf. H- ... -4- — 9*; (10) 

dt Tiq^ Dqfj D^i 





Dx|- 












Djz,- 



par conséquent, il vient : 

Il résulte de cel^e dernière formule que Ton aura la quan- 
tité p„ en exprimant T en fonction des variables q, et de leurs 
dérivées 9', et en prenant la dérivée de T par rapport à g',. 

Mais, dans les équations (8), la fonction H = T — U doit 
être exprimée en fonction des variables 77,, 9,. On doit donc 
(exprimer T en fonction de ces mêmes variables. 

Or, Ja formule (11) nous donne k équations linéaires par 

rapport à gj, Çs,... q't. Si Ton tire de ces équations les valeurs 

de ci,... 9a en fonction des Pi, 9,, et si Ton remplace dans 

l'équation 

2T = /),9', -•- P19; -*- ... -f- p^qU 

qui résulte de l'équation (6), nous aurons T en fonction des 
variables Pt, 9,-, et nous pourrons former les équations (8). 
On voit donc que la formule 

DT 

D9; 

résulte de la forme particulière des quantités P et Q, puisque 
pour passer de l'équation (9) à l'équation (9*"), nous avons 
remplacé P et Q, par mx' et x. 



(24) 

98. Remarque. — La démoDStration de M. Emile Mathieu 
esi plus simple que la démonstration ordinaire. Elle a aussi 
l'avantage de remplacer l'équation (1) par Téquation (4) qui est 
beaucoup plus générale. 

94. Nous venons de voir que Téquation : 

dT 

résulte de la forme particulière des quantités P et Q, puisque, 
pour la démonstration de cette formule, nous avons remplacé Q 
par X, y, z, et P par iwx', fny\ mz\ 

' Or, M. Mathieu a démontré que cette formulé a lieu toutes 
les fois que la fonction H se compose d'une fonction — U ne 
renfermant que les variables Q, et d'une fonction T homogène 
et du second degré par rapport aux variables P, cette fonction T 
pouvant contenir les variables Q d'une manière quelconque. 
En effet, la fonction T étant homogène et du second degré 
par rapport aux quantités P, on a : 

^ ^ DT ^ DT DT 
î2T = P,— + P, — -H... ^ Pj» 



DP| DPj DPg, 

Mais l'équation (4) peut être mise sous la forme : 

— -(fP, ■+--7-0PÎ H H --7-°'^»» 

dt dt dt 

Or, nous supposons qu'il existe des relations entre les 
variables Q; mais il n'en existe pas entre les variables P. Par 
conséquent, les variations dP sont indépendantes. D'ailleurs, 
T étant une fonction des Pj, Q,, et Û ne renfermant pas les P., 
nous aurons, en égalant les coefficients des dP, dans les deux 
membres, les équations : 

dt dt DT 



(25) 
par conséquent, il vient : 

MaiSi en vertu de Téquation (6), qui a lieu dans le cas actuel 

comme précédemment (*), on a : 

* 

PiQÎ -^ PjQi -*■ - -*- Ps»Qi, =-Pi?î -^ Mi "^ ••• •*- Miî 

par conséquent, 

2T= p,?; -H Mi -^ ^ M*> 

d'où : 

2(îT = pi(yqf; -*- p^q^ -¥■ ••• -4- pt^q't -¥■ q[^i -♦- çid'pj h- ••• -♦-^^(yp*. 

D*ailleurs, la première des équations (8) nous donne : 

•"^Dp, Dp/ 

par suite, 

dT dT 

2(rr = piJç'j -+- ... -^pi^qt ^ ^Pi -♦- ••• H <î|p*. 

Dpi Dp* 

Or, en supposant T exprimée en fonction des Çj, p., on a : 

^T DT /dT \ ^ /dT \ ^ ,,^^ 

<rr = — (îpi H ^ — Jii* ^ — Uûf, ^ ... H- [—Uq,{*), 

2(p, ' Dp* '^ \^J ^ \^J ^ 

et, en retranchant cette équation de la précédente, il vient : 



^T==pi^9i -♦- ••• •\- 



P*''9'-©'^' (57.W- 



Mais, T étant considérée comme une fonction des 9<, 9o on a : 

DT DT DT , DT , 

(TT =- — <yqf, + ...-*- -- ^g* -^ — (î^, H H — ^„\ 



(*) Toates les équations jusque (8) ont lieu sans qû*il soit nécessaire 
de particulariser P et Q. 

(**) Nous désignons par ^t-- j la dérivée par rapport à qi de la fonction T, 
supposée exprimée en fonction des Pi^qi* 



(26) 
en égalant les deux valeurs de dT, il vient : 

et Ton voit que cette équation a lieu indépendamment de la 
forme f)articulière des Q,, P^, c'est-à-dire que pour obtenir celte 
équation nous n'avons pas, comme précédemment, remplacé 
les Q, par x„ y,, z,-, et les ?< par wî|Xi, tw^yj, w?iz|. 

t5. Remarque I. — L'équalion résultant de l'égalité des 
deux expressions de dT,,nous montre que Ton a : 

i^qj ^qi 

(rfg ) ^^^^^ '^ dérivée partielle de T considérée comme fonction 
des qi, Pi, tandis que ^. est la dérivée partielle de T considérée 
comme fonction des 9,, ç- (n*" is). 

te. Remarque IL — Nous pouvons encore observer que 
réquaiion (7) présente certains avantages sur les équations (8). 
D'abord, l'équalion (7) est applicable dans le cas où il n'y a 
pas de fonction de force, tandis que les équations (8) exigent 
l'existence d'une fonction de force. En* effel, pour obtenir les 
équations (8), on doit remplacer dans (7) 5H par la valeur 

^i ^ ^qk ^Pi ^Pk 

ce qui n'est possible que si l'on a H = T — U, c'est-à-dire s'il 
existe une fonction de force U. 

Lorsqu'il n'existe pas de fonction de force, l'équalion (7) 
subsistera encore, pourvu que Ton convienne que dans celle 
équation on ail : 

expression dans laquelle $\] n'est plus une différentielle exacte 
d'une fonction des a?i, y., z., mais une notation pour représenter 
l'expression (n" s) 
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Xo Y., Z. étant les composantes des forces. Mais, dans ce cas, SV 
n'étant plus une différentielle exacte, on ne pourra plus écrire : 

^H = — êOi ^ ... -4- — êqt -♦- — âpi -♦- ... + — «yp*, 

et, par conséquent, on ne pourra plus déduire de (7) les équa- 
tions (8). 

Proposons-nous de trouver par quoi Ton devra, dans le cas • 
actuel, remplacer les équations (8). A cet effet, observons que, 
si Ton remplace les variables Q^, c'est-à-dire x., y., z^ par les 
variables q^, gj, ... g», il vient : 

et, en substituant dans le second membre de l'équation (7), on a, 
pour ce second membre : 

^H = — «Tg, H- •• • H- -»- (For* H (?»!-♦-..•-< dp» 

Dqfi ^ Dg* Op, Dp* 

— G.ryqf, — Gî^g, G*(y(7* ; 

réquation (7) devient alors la suivante : 






dqx ^ dqt rfp, rfp. 

DT DT DT DT , ) (12) 

D^i ^ î)?* î)pi ^Pk 

— Gjeyqr, — GjJçj — • G*^^*, 

et, en égalant les coefficients des mêmes variables dans les deux 
membres, on obtient les équations : 

dq, DT ^ \ 

(13) 



dt dpi 



—- h- Ui • 

dt dfj 

Ce sont les équations qui remplaceront les équations (5) dans 
le cas où il n'y a pas de fonction de force (n"" 19). 
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« 

99. Uéquation (7) présente un autre avantage sur les équa- 
tions (8) : c'est qu^elle a encore lieu, même dans le cas où les 
variables qt satisferaient à des équations de condition. 

En effet, considérons tn' des équations (% m' étant plus petit 
que tu, ce nombre m' pouvant être nul. On pourra exprimer les 
variables Q au moyen de on — m' variables que nous dési- 
gnerons par 9i , 9si * • • 9*9 ^^ posant k^=^Zfi — m\ de manière 
que ces expressions des variables Q satisfassent identiquement 
aux m' équations : 

En substituant ces expressions dans les m — m' équations (2) 
qui n*ont pas été employées, nous aurons m — m' équations 
de condition entre les g,. 

En posant alors : 

on parviendra comme précédemmeiSt à l'équation : 

■— <?/), -f- •••-*- -j- op* — -r- oqi — •• âqt = tfH; (7) 

ai ai al ai 

» 

mais, cette fois, les variations iq^y dp< ne sont plus indépen- 
dantes, et, par conséquent, on ne pourra plus déduire de cette 
équation (7) les équations (8). 
Les variables p, sont encore déterminées par l'équation : 

dT 

En effet, les variations $q n'étant plus indépendantes dans 
l'équation (14), on ne pourra pas déduire de celte équation 
la suivante : 

D ^Q' D ^Q»- 

p. = P, — - H h Pj. -— . 

^q, ^q. 

Cependant, on pourra poser comme définition de p/: 

P. = Pi— --*- Pj-- -< ^-PB«— -• (15) 
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On aura ainsi k équations, pour <»=1, â, ... k, et ces 
k équations entraîneront comme conséquence Téquation (14). 
D'ailleurs, Féquation (15) nous donnera, comme précédemment, 

DT 

Mais il est bon d'observer que, dans le cas actuel, Téquation (1 4) 
est la conséquence de l'équation (15), tandis que, dans le cas 
précédent, Téquation (9) était la conséquence de l'équation (5). 

99. Nous avons supposé, dans ce qui précède, que les 
liaisons sont indépendantes du temps, ainsi que la fonction U, 
ce qui nous a permis de remplacer les déplacements virtuels 
par les déplacements effectifs. Lorsque les liaisons renfermeront 
explicitement le temps, celte opération ne sera plus possible, 
et nous ne pourrons plus déduire l'équation (6) de l'équation (5). 
Nous allons voir comment on doit, dans ce cas, modiGer 
Tanalyse qui précède. 

Observons d'abord' que les équations de liaisons équivalent 
aux équations qui expriment les 5n variables Q en fonction 
des Zn— m^=^k variables 9, et qui actuellement renferment 
le temps : 

Qi = 6,(^ qi\ qfj, ..., qr*), 
Qj = 0s(f, qi, gfj, ..., qt), 



En éliminant 9^, q^, ... q^ entre ces 3n équations, on obtien- 
drait un système de m équations équivalent aux m équations 
de liaisons données. 

' Or, les variations SQ de Féquation (5) s'obtiennent en faisant 
varier q^, 9^, ... g^^, mais t restant constant ('). 

On a donc : 

^i = c~ ^qi ■+- — (îqr, -+- .-. -^ — âqt] 
(*) C'est ce qui résulte du principe des vitesses virtuelles. 
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re pari, si l'on désigne % la dérivée parltelle de â^par 
, il vient : 



dt 




ariatioRs 


df étant arbitraires, nous pourrons poser 




^. = qA, 


} les valeurs de » égales 4 1,2....*. 


roDS alors : 




.,=(^-,).. 


e, l'équation 


>,Sq, H- .. 


+ p.J,._P,JQ, + •• -I-P..JQ», (5 


era: 








OQ (4) devient alors la suivanle : 


* lit 




-«-V.'i *'.'. + - ■>■ !■>.>'>.)• 




*''4')-^"'* *■■•"'"'"> 


-J( 


H_p,«;-p,t; p^t). 



]ira de là, en effecluanl les opérations du premier 
:omme nous l'avons Tait pour obtenir l'équation (7), 
on qui conservera la même forme que (7), pourvu que 
e Hen: 

H — P.9j — P,^ P,.fli.. 



( 31 ) 

II en résulte donc que les équations d'HamiUon (8)subsisterout 

dans le cas actuel, pourvu que Ton y fasse le même changement. 

Quant aux variables p, elles seront données par les équations 



comme précédemment. 






IlL 



Principe d'Hamilton. 

m. Le principe d'Hamilton peut être énoncé de la manière 
suivante (*) : 

Soient T la demi-somme des forces vives des différents points 
du système, $\] ^expression du travail virtuel des forces exté- 
rieures^ on aura : 

f ((TT -4- JU)dt = 0, (i) 

h 

(Iq et i désignant deux époques données), pour tous les dépla* 
céments compatibles avec les liaisons du système, pourvu que 
l'on donne les positions initiales et finales du système, ou que 
Von suppose nuls les déplacements relatifs aux époques \q et L 
On exprime quelquefois ce principe par la formule : 



^ /* (T -4- U)d« = 0. 



Mais, la première formule est plus générale; car, lorsquHI 
n'y a pas de fonction de force, U n'a aucun sens. 

Le principe d*Hamil(on se distingue de celui de la moindre 
action, en ce que, dans ce principe, U peut renfermer expli- 
citement le temps, ce qui n'a pas lieu pour celui de la moindre 
action. En effet, le principe de la moindre action exige que le 

» 

(*) Jacobi , Vorlesungen ûher Dynamik, p. 58. 



(32) 

théorème des forces vives existe, et ce théorème des forces vives 
permet d'éliminer le temps. Or, le théorème des forces vives n*a 
lieu que si U ne renferme pas explicitement le temps. 
Considérons le premier membre de Péquation (1) : 






Noos aurons : 



/"jTd< =:i yÎ2 <*'•' ■*- »'' ■*■ '^•')''' 



= /2 






fl""{'^'-û-*-y'iû^' 



'irl 



dl 



Intégrons entre les limites ^o et ^ en observant que les 
positions de tous les points étant données à Finstant initial 
et à rinstant final, dx^, dy^, dz^sont nuls aux deux limites; par 
conséquent, le terme en dehors du signe /* est nul aux limites, 
et il vient : 

ou bien, en remplaçant dU par sa valeur : 



on a : 






(2) 



( 33 ) 

Or, si $Xt^ dtfi, izi sont des déplacements compatibles avec les 
liaisons du système, le second membre est nal en vertu des 
équations du mouvement, et Ton a : 

/ (6T -t- S\])df. = 0. (3) 



• Remarque L — Il est facile de déduire de Téquation 
d'Hamilton les équations de Lagrange sous la forme qui nous 
a conduit aux équations canoniques (n"* 9). 

En effet, supposons qu'aux coordonnées x^, y^, z^, on substitue 
d'autres variables g^, q2^"-(lk, et introduisons ce changement 
de variables dans la formule (5). 

D*abord, T qui était primitivement une fonction des x|, y'<, jz- 
deviendra, par la substitution, une fonction des 9, et des 9',, 
et nous aurons : 

d'autre part, on a : 

Par conséquent, la formule (3) nous donne : 






(4) 



'0 

Mais, en intégrant par parties, on a : 

/d - 

d'où, en intégrant entre les limites t^ et ^ et observant que les 
variations dg, sont toutes nulles aux deux limites : 

5 



( 34) 
On a donc, en substituant dans l'équation (4) 



/"2 -- 



^; 

dt 



Q.Uq.fit^O, 



et, par suite. 




Sq, = 0. 



Cesl la formule de Lagrange que nous avons trouvée précé- 
demment (n** 9). 

31. Remarque IL — Le principe d'Hamillon, comme celui 
de la moindre action, ne fournit qu'une propriété du mouve- 
ment; il ne donne pas d'intégrale du problème. 

39. Remarque IIL — Le théorème d'Hamilton est distinct 
de celui de la moindre action. L'intégrale dont la variation est 
nulle, dans ce nouveau principe, diffère seulement, comme nous 
le verrons |)lus loin, de celle de la moindre action, dans le cas 
où le principe de la moindre action a lieu, par l'addition d*un 
terme proportionnel au temps. Mais, les conditions sous lesquelles 
la variation est nulle sont ici complètement changées, et le 
temps du trajet qui, dans le principe de la moindre action, ne 
jouait aucun rôle, est actuellement une des données de la ques- 
tion, tandis jque la constante des forces vives qui était donnée 
alors, ne l'est plus dans le nouveau principe. 

Si l'on applique, par exemple, les deux théorèmes au mouve- 
ment elliptique d'une planète, dans le premier (celui de la 
moindre action) le chemin réellement parcouru est comparé à 
tous les chemins possibles, ayant les mêmes extrémités, et pour 
lesquels la vitesse en chaque point est exprimée par l'intégrale 
des forces vives ; dans le second, ce chemin est comparé à tous 
les chemins parcourus d'une manière arbitraire sous la seule 
condition que la durée du trajet ait une valeur donnée. 



! 



( 35) 



IV. 

Équation différentielle partielle d'Hamillon. 

33. Le principe d'Hamilton nous apprend que, s'il existe 
une fonction de forces U, et si l'on donne les valeurs initiales 
et finales des coordonnées, c'est-à-dire si les positions extrêmes 
du système restent fixes, la variation de l'intégrale 



/■(T 



\])dt, 



'o 



doit s'annuler en'vertu des équations du mouvement (n"" <99). 

Supposons maintenant que les positions initiales et finales 
ne soient pas fixes (*); alors les variations ôq^ ne sont pas nulles 
pour les limites ^o ^^ ^- ^^^^ allons voir que si Ton développe 
la variation 



-/■■,T 



l])dt, 



il n'y a que la partie de cette variation, située sous le signe /^qui 
soit nulle, en vertu des équations canoniques. Cette variation 
ne renfermera donc aucun signe y^ ou, ce qui est la même 
chose, la variation de T h- U sera une différentielle exacte. 

Nous pourrons mêm^ supposer, dans la démonstration, que 
la fonction de force U renferme explicitement le temps. 

Supposons les Zn coordonnées a\, //,, Zf exprimées en fonction 
des* 3/1 — m = k variables nouvelles ^i, 92>--Ç*> de manière 
que les m équations de liaisons soient identiquement satisfaites. 

Posons : 






et V= / ,fdt; 



(*) Jacobi, Vorlcsunyen ûber Dynamik, p. i4o. 



I 
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nous aurons» puisque 9 est une fonction de g^, 93>**9*t 
919 9s9 ••* 9*9 en prenant la variation de 9, sans faire varier t, 

Par suite, si / est la variable indépendante, 



Or, en intégrant par parties, on a : 

/d — 
-M 



^9<d<; 



si l'on intègre entre les limites Iq et ^ et si l'on désigne par un 
indice supérieur les valeurs correspondant à la limite infé- 
rieure /o» il ^îenl • 



'0 

par suite, 

,v-,/,*-2|.„-2(|)"« 



Jqf/il, 



/^iâ- 



rfit 



'*' ^ .^9,^^ 



dr 



Mais, la fonction U ne renferme pas les 9^, puisque Ton a : 

U = lonct. (t, qty . ., q^). 
Par conséquent, 

Dy _ D(T -¥- U) DT 

Df ^ D(T -f- U) __ DT ou ^ 
D9, Ojf, Dy, D7/ 



{ 57) 
donc, la quantité sous le signey se réduit & : 






cb 



^9.. 



Or, en vertu des équations différentielles du mouvement de 
Lagrange (n®9), tous les termes de cette somme sont nuls sépa- 
rément, puisque k=^Zn — m : par conséquent, l'intégrale dispa- 
raît, et il vient : 

84. Dans rbypothèse précédente (n"" 19), on donnait les posi- 
tions initiales et finales, c'est-à-dire les valeurs initiales et finales 
des qt, et, par suite, Sqf = 0, (îg. = 0, et l'on obtenait : 



6Y 



=^^ f frff = 0; 



(0 



c'est le principe d'Hamilton. 

Dans le cas actuel, les positions extrêmes étant arbitraires, 
les iqi ne sont pas nuls aux limites, et, par suite, on a : 

et le second membre n'est pas nul. 

D'ailleurs, lorsque les positions extrêmes sont données, les 
variations dç, sont nulles aux limites i^ et /, et les constantes 
arbitraires introduites par Tinlégration sont complètement déter- 
minées par les positions extrêmes des points du système, 
lesquelles sont données. Au contraire, si les positions extrêmes 
sont arbitraires, les 9,, 9-, et, par suite, les p^ qui sont liés 
aux 92 par Téquation (1), sont des fonctions de /, et des 2A: 
constantes arbitraires. La fonction 



-^f fdt, 



(38) 

est donc aussi une fonction de t, et de ces 2& constantes arbi- 
traires. 

Les $qi sont uniquement les variations des qi provenant des 
variations des 2k constantes arbitraires. 

La formule (2) donne la variation de Y, provenant des varia- 
tions des constantes arbitraires. 

Cette formule (2) démontre la proposition énoncée plus haut, 
que la variation de T h- U est une différentielle exacte. Obser- 
vons que si l'on ne considérait pas t comme variable indépendante, 
on devrait ajouter au second membre de (2), le terme ^ St. 

36. L'expression que nous venons de trouver pour la varia- 
tion de V, va nous conduire à des résultats importants. En effet, 
les intégrales des équations du mouvement, au nombre de 2/^, 
renferment les 2A: quantités ç,, p^ le temps r, et les 2/c constantes 
arbitraires. On peut donc exprimer les variables 7^, p., au 
nombre de 2A:, et, par conséquent, aussi 9 en fonction de t 
et des 2A: constantes d'intégration, et, par une quadrature, 
on aura V en fonction de t et de ces 2A constantes d'inté- 
gration. 

Mais, le choix des quantités qui forment les 2ft constantes 
est arbitraire. Si l'on prend, par exemple, les 2A: valeurs 
initiales q% p% on aura V exprimée en fonction de <, q% p<. Mais 
les 2A: -4- 1 variables r, 9., p„ et les 2& constantes 9?, p^ forment 
un système de 4A: + 1 quantités reliées les unes aux autres 
par 2A; relations qui sont les équations intégrales. On peut donc, 
au moyen de ces 2/: relations, exprimer 2ft quantités en fonction 
des 2A: -4- 1 autres. Supposons, par exemple, que l'on exprime 
les 2J: quantités p., Pj, eh fonction des2A: -4- 1 quantités t, qi, q% 
et substituons les valeurs des pJ, ainsi obtenues, dans la fonc- 
tion y, qui, d'après ce que nous avons dit plus haut, est déjà 
exprimée en fonction de /, 9^, p<. Nous en déduirons la valeur de 



•, 



V = f\dt, 

/o 

en fonction de ^ g^, 9°. 



(39) 

Cela posé, si nous prenons la variation de V ainsi exprimée, 
sans faire varier t,,il vient : 

En comparant les deux expressions de ^V, on obtient les 
équations : 

• DV DV 



^9. ^i 



(3) 



pour 1 = 1, 2, ... A:. 



Ces équations (3) qui donnent p, et p^ en fonction de t, (/j, g^, 
peuvent donc remplacer les 2A: équations qui relient les 4A: + 1 
quantités /, q^, q^i, p„ pj. Elles sont, par conséquent, équivalentes 
aux 2ft équations intégrales : il sera évidemment facile de les 
former lorsque la fonction V sera connue eu fonction de t, 9,, 9?. 

36. Il est facile de s'assurer que la fonction Y satisfait à une 
équation différentielle partielle du premier ordre que nous allons 
obtenir, 

A cet effet, reprenons la formule : 



V = 



= / fdt. 



/o 



qui définit la fonction Y. On en tire : 

c/V 



? = 



dt 



Or, / est contenu dans Y d'abord explicitement, et, en outre, 
implicitement, puisque Y est fonction de g^, g^', ... g^, qui sont 
des fonctions de t. On a donc l'équation : 



_ rfV __ DV ^ DV dqi 



dt 



Df 



Dg, dt 



à laquelle doit satisfaire identiquement la fonction Y. 



(40) 
Mais, en vertu de (3), cette équation nous donne : 

OU bien : 

^-^2m;-?=o. (4) 

Si maintenant Ton pose : 

l'équation (4) devient : 

— ^^.= 0. (6) 

* 

Telle est Téquation à laquelle doit satisfaire la fonction Y. 
Or, cette équation est une équation aux dérivées partielles du 
premier ordre en V. 

En effet, les quantités q'i et les p< que nous avons introduites 
en posant : 

forment deux systèmes de quantités qui peuvent être exprimées 
les unes en fonction des autres, et, en outre, en même temps 
en fonction de ^, q^. 

Il résulte de cette liaison entre les q'i et les p, qu'une expression 
quelconque donnée des 5/^ + 1 quantités t, 9^ 9'o Po P^u^ être 
exprimée, ou bien en fonction des 2k -4- 1 quantités (, 9<, 9.-, ou 
bien en fonction des 2A: + 1 quantités t, 9,, p^. C'est ce qui 
arrivera précisément pour la fonction ^. 

En effet, en vertu de (5), ^ est une fonction des 5A h- 1 
quantités f, g^, 9- et p,. Par conséquent, d'après ce que nous 
venons de dire, on pourra exprimer ^ en fonction des quan- 
tités t^ qi, p., et, si l'on remplace, en vertu de la première des 
équations (3), les p^ par les quotients différentiels partiels —, il 
en résultera que ^ sera exprimée en fonction de /, g„ ^. L'équa- 
tion (6) devient alors : 

--*-^(^?. g„...,g*, -'-' -^j^^ i') 



(44 ) 

C'est réquation différentielle partielle d'Hamilton à laquelle 
satisfait la fonction 



S^J^\dt^J\^ 



U)rfe, 



'o 



'o 



considérée comme fonction de /, g^, 9^ Cette fonction V renferme 
donc k Constantes arbitraires; si l'on augmente Y d'une nouvelle 
constante additive, elle satisfera epcore à l'équation (7), et nous 
aurons ainsi une solution renfm*mant A + 1 constantes arbi- 
traires, c'est-à-dire une solution complète. 

L'intégration des équations canoniques donne donc une 
solution complète de l'équation aux dérivées partielles du 
premier ordre (7). 

39. Inversement, si l'on pouvait obtenir cette expression 
de V, on aurait, en vertu des équations canoniques. 



2)V 



DV 



et les secondes de ces équations, au nombre de ft, seraient les 
intégrales finies du problème. 

Nous trouvons ainsi une liaison entre les deux problèmes de 
l'intégration des équations de la mécanique, et de l'intégration 
des équations différentielles partielles du premier ordre. 

Tout ce que nous venons de dire serait encore vrai, si la 
fonction 9, au lieu d'être égale à T + U, désigne une fonction 
quelconque des quantités ^ 9., q'^ : c'est ce que nous verrons 
dans le chapitre suivant. 

39. Remarque. — Dans les problèmes de mécanique, la 
fonction ^ prend une forme très simple. Pour trouver cette 
forme, reprenons l'équation 

et remplaçons 9 par sa valeur T + U, U désignant une fonction 
des 9j seulement, ne renfermant pas explicitement le temps, 
et T une fonction homogène et du second degré des q^. 



(42) 
On a d'ailleurs : 

3? 3T 

d'où : 

par suite, 

<f. = 2T — (T -f- U) = T — U = H. 

L'équation aux dérivées partielles est alors : 

et foD a le théorème suivant : 
919. Théorème. — Soient : 

DT 
. H = T-U, et Pi = —^ 

et supposons que H soit exprimée en fonction des p^, q,-; les 
équations différentielles du rnfiuvement sont alors : 



dqi 


DH 


dl 


D/), 


dpi 
dt 


DH 

D(/,. 



Considérons le mouvement pendant l'intervalle de Iq à i^ et 
introduisons comme constantes arbitraires dans les intégrales 
les valeurs initiales p^, q^. 

iSt l'on remplace ensuite dans H les p^ par |- , en posant : 

DV 

p.=:— , 

on obtient l'équation différentielle partielle du premier ordre r 

_ + H = 0, 
Df 



(43) 



qui définit la fonction V en fonction des variables t, q,.. Fprmons 
maintenant l'intégrale 

^ (T + U)6/f , 



/ 



dans laquelle T -4- U estj en vertu des intégrales des équations du 
mouvement, une simple fonction de l et des 2k constantes q% p% 
et exprimons le résultat de la quadrature en fonction de t, q, et des 
k constantes arbitraires qj, en remplaçant les Pipar leurs valeurs 
tirées des intégrales des équations du mouvement. La valeur ainsi 
obtenue de Vintégrale 

y = / (T H- U)dt, 



h 



est une solution complète de réquation différentielle partielle : 

0. 



DV 

— ^ H 



V. 



Généralisation de la théorie précédente. 

40. On peut étendre tous les raisonnements que nous venons 
de faire dans le cas d'un problème de mécanique, au cas où la 
fonction 9 serait une fonction quelconque de ^ g, , g,- ; en d'autres 
termes, nous allons actuellement considérer l'intégrale 






'o 



dans laquelle 9 n'est pas égale à T-hU ("). 

On trouve, dans ce cas, pour la variation de l'intégrale : 



'0 




'0 



d — 
^\^q, - ' ^' 



dt I 



(*) Jkcohï, Vorlesungen ûber Dynamik, p. 148. 
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Si, dans ce développement de la variation de l'intégrale, on 
égale à zéro la quantité qui se trouve sous le signey^ les équa- 
tions que Ton obtiendra sont celles qui, dans Thypothèse actuelle, 
remplacent les équations du mouvement de Lagrange. 

Ces équations ont pour type : 



(A) 



^ _^ 

dt Dqf. ' 

et il vient : 

Nous nous proposons actuellement^ pour rendre l'analogie des 
deux problèmes plus complète, de mettre les équations diffé- 
rentielles (Â) sous la même forme qu*Hamilton a donnée aux 
équations du mouvement, c'est-à-dire la forme canonique. Dans 
ce but, de même que précédemment (n^ 13), on a remplacé 



cas actuel, les ql par les p^, en posant : 



les q'i par les p., en posant p, = p., nous remplacerons dans le 



Pi= — • 

On a ainsi k équations qui permettent de calculer les q'i en fonc- 
tion des Pi et des 9<. 
Introduisons maintenant la fonction 

et opérons comme ci-dessus. 
Nous aurons pour la variation de ^ ; 

^•p = 2 Pi^9i -^ 2 9i^p< - ^f » 

et, en remplaçant d(p par sa valeur, 9 étant considérée comme 
une fonction des q^ et des 9- : 



(45) 

ce dernier terme devant figurer dans S<f, lorsqu'on laisse la 
variable indépendante arbitraire, il vient : 

3^ = 2 pH -*- 2 9i^' -l^é^i*-l P'-^ïî - ^ *' 

Or, la fonctiou ^, par sa définition, esl une fonction des 3A: + 1 
quantités /, q[, Pj» 9m nosiis, à cause de la formule 

on peut exprimer les q[ en fonction des p^, et ^ devient une 
fonction de t, 7,, p<, et en prenant la variation de ^ ainsi expri- 
mée, on a : 

en renfermant dans ce cas les quotients différentiels entre 
parenthèses pour les distinguer. Nous aurons donc en égalant 
les deux valeurs de ô^ : 

Or, en égalant à zéro la quantité sous le signe y^ nous avons 
obtenu les équations différentielles ayant pour type : 







d.\ 

dl 

• 


^'^ . 
^i' 


(A) 


cette équation se 


1 transforme en 


la suivante : 








dpi 

dt 






et. 


par suite, en 


ayant égard à la deuxième équation (1), 


on a : 






dpi 


nt\ 





dt 



( ^^ ) 

D'autre part, la première des équations (1) nous donne : 

dt \^Pi^ 

Nous aurons donc pour les équations différentielles du pro- 
blème : 

^' = — f^V 1 
dt \^J ' 

^ ' (B) 



dt \Dp,./ ' 



équations analogues à celles d*HamiIton (n** 16). 

Or, l'intégration de ces équations nous fournira, en posant, 
comme précédemment : 

y^f'fdt, 

une solution de l'équation différentielle partielle du premier ordre : 

1-^ = 0. 

u 

En effet, la variation de l'intégrale Y devient, en vertu des 
équations canoniques (A) (*) : 

dV • 

01 

ce dernier terme devant entrer dans dV^ lorsqu'on laisse la 
variable indépendante indéterminée. 

Mais, en vertu des équations différentrelles du problème, on 
obtient 2*A équations intégrales renfermant t, ç^, q[ et 2A: 
constantes arbitraires; par conséquent, les g, et les 9I, et, par 
suite, les 9. et les p, sont des fonctions de t et des 2/r constantes. 



{*) En effet, en vertu des équations canoniques (A), le terme sous le 
signe / dans le second membre de oV est nul, et, par conséquent, (^V se 
réduit à la partie en dehors du signe f. 



•• 



(47; 

Il en sera doDC de même de % et, par suite, de Y qui sera une 
fonction de t et des 2A constantes* Prenons pour ces2ft constantes 
les 2A: valeurs initiales 9°, p^, alors 9, et par conséquent, Y sont 
des fonctions de t et des Stk constantes 9^ p^ Les ^k équations 
intégrales renferment donc les 4*-hl quantités f, g,, p,, q% pj; 
on peut, par conséquent, déterminer les 2A: quantités p,-,p,% 
en fonction des 2A-I-1 quantités g,, gj et f, et, par suite, Y pourra 
^tre exprimée en fonction de ^ 9,, 9^^ ^^ l'on aura : 

^DY v.î)Y „ DV 

En égalant les deux valeurs de dY, on a les 2A: équations : 

é 

JV 

qui sont évidemment équivalentes aux 2/: équations intégrales. 
Mais, à cause de : * 

on a : 

dV__ _DY v«^V ^ 

puisque Y est une fonction de / et des 9, qui sont des fonctions 
de t. 

Par conséquent, la fonction Y doit satisfaire identiquement 
à I équation : 



D^ 



ou bien : 






en posant : 



^ =^ 2 Pi^'i — î^ ' . 



( *8) 

et Ton verra, comme dans le chapitre précédent, que si Ton rem- 
place dans vp, exprimée en fonction de (, g,-, p,, les p^ par les 
quotients différentiels partiels |r , on obtiendra Téquation diffé- 
rentielle partielle du premier ordre : 

à laquelle satisfait la fonction 

'0 

considérée comme fonction de {,9,, ç-, et nous aurons le théo- 
rème suivant qui est dû à Jacobi : 

4t. Théorème. — Soii 9 une fonction quelconque donnée 
de t, q/, q[, et remplaçons les quotients différentiels q| par les 
nouvelles variables p^ , définies par les équations : 

posons ensuite : 

et exprimons la fonction \p au moyen des variables p,, q,- et t. 

Les équations différentielles ordinaires : 

dqi D(p \ 

dt T^pi 

dpi Dtf* 

dt T^qi 

rendent nulle la partie de la variation 

^J fdt, 
située sous le signe J] 



(B) 






(*) Nous supprimons ici les crochets qui sont devenus inutiles, puisque 
nous n'avons plus de distinction à faire. 
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Désignon$ en outre par p% q, les valeurs des 2k variables p^, 
q^ pour t = to, et introduisons ces quantités au lieu des coU' 
stantes arbitraires dans les intégrales du système (B). Posons 
ensuite : 

et nous aurons l'équation différentielle partielle du premier ordre : 

h (// « 0, 

qui définit Y en fonction de t et des q^. 
Si maintenaAt l'on forme l'intégrale : 

<p étant, en vertu des intégrales, une fonction de i^ et des 2k 
constantes q?, p^, et si l'on exprime le résultat de la quadrature 
en fonction de t, q,, q^ , la valeur ainsi obtenue pour Y est une 
solution de l'équation différentielle partielle : 

h <f = 0. 

49. Remarque I. — La formule qui relie les fonctions 9 et <f 
établit entre elles une sorte de réciprocité. 
En effet, nous avons posé : . 

<p étant une fonction de f , g^, ?< • 
Or, au moyen de la relation : 

on peut exprimer les q't en fonction des pt, et, par conséquent, 
obtenir ^ en fonction de ^ ^^, p,. 

4 
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Donc, pour une fonction 9 de ^, 9,, 9^, on peut obtenir une 
fonction ^ de t^ 9,, p<. 
Mais, on a aussi : 

? = 2 p<9 ' ■"'''= 2 P' ^ ~ '*' ' 

(// étant une fonction de ^ p,, 9,. 
Or, au moyen de la relation : 

on peut exprimer les pt en fonction des 9I, et, par conséquent, 
obtenir 9 en fonction de ^, 9,, q] . 
Il résulte de là que Ton peut, en vertu de la formule 

^ = 2P'?< — ?» 

pour chaque fonction 9 de ^ 9,, 9^, trouver une fonction f^ de 
^ 9o p.; 6t, réciproquement, pour chaque fonction ^ de r, 9,, p<, 
trouver une fonction 9 de /, 9,, q'i. 

« 

48. J{tfmar9ue //. — La solution, trouvée de Péquation diCTé- 
rentielle partielle : 

h ^ = 0, 

u 

renferme, comme nous l'avons vu, les k constantes arbitraires 
9m 9s« ••• 9^ Comme la fonction i{; ne renferme pas la fonction Y 
elle-même, on peut ajouter à cette solution une constante 
additive, et le résultat satisfera encore à Féquation différen- 
tielle partielle^ Nous aurons ainsi une solution renfermant 
k-hl constantes arbitraires, c'est-à-dire une solution complète 
de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre ; cette 
solution renfermera autant de constantes arbitraires quMI y a 
de variables indépendantes dans Téquation différentielle partielle. 

44. Remarque IIL — De même que Tinlégration des équa- 
tions canoniques du mouvement, ou des équations différen- 
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tielles (B), fournil une solution complète de Téquation différen- 
tielle partielle : 

* 

de même, réciproquement, on peut, au moyen de celte solution 
complète supposée connue, former les intégrales des équations 
différentielles (B). 

En effet, ces intégrales sont, comme nous Tavons vu (n*" 40), 
équivalentes aux équations : 

et nous avons ainsi les intégrales exprimées par les quotients 
différentiels d'une même fonction V. 

Observons ici que les équations différentielles du problème 
étaient exprimées par les quotients différentiels d*une même 
fonctioA H, dans le cas de la mécanique (n'' 15), ou d'une même 
fonction i^ dans le cas plus général (n"" 40). 

Cette fonction Y a reçu d'Hamilton le nom de fonction prin- 
cipale. 

La deuxième des équations (2) : 



=— .p.» 



« 

donne les intégrales finies du problème. 
La première de ces équations (2) : 

donne les quantités p, ou 9I en fonction de /, et des 9,, avec 
k constantes arbitraires q]. Cest le système des intégrales pre- 
tnières, 

45. Nous verrons plus loin qu'il n'est pas absolument néces- 
saire que les k constantes contenues dans V soient les valeurs 
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initiales 9Î : mais, si Too connâtt une solution complète V quel- 
conque de réquation différentielle partielle : 

h ^ = 0, 

les constantes étant quelconques, les intégrales des équations 
canoniques pourront toujours être exprimées par les quotients 
différentiels partiels de cette fonction Y par rapport aux con- 
stantes qui y sont contenues. C'est le théorème de Jacobi que 
nous verrons dans la suite. 

46. Hamilton définissait la fonction V au moyen de deux 
équations différentielles partielles, Téquation : 



DV 

— ^ ^ = 0, 



et une autre f ). 



Mais, Jacobi a démontré que cette deuxième équation ne sert 
à rien pour la solution, et d'ailleurs elle peut se déduire de la 
première. L'introduction de cette deuxième équation n'apporte- 
rait aucune simplification à la solution du problème. En effet, 
la fonction Y devrait alors satisfaire à deux équations différen- 
tielles partielles simultanées. Or, le problème de la recherche 
d'une solution commune à deux équations différentielles par- 
tielles simultanées n'est pas plus simple que celui de la recherche 
d'une solution complète d'une seule équation différentielle par- 
tielle. 

49. Pour démontrer que la deuxième équation différentielle 
partielle d'Hamilton peut se déduire de la première, Jacobi fait 
usage du théorème suivant : 

Théorème. — SoU un système de n équations différentielles 
ordinaires entre les n-hl variables t, X|, ... x«; soient x!, Xt, ... xl 

les valeurs des variables à l'origine Xq du temps, et supposons 

» 

(') Philosophicai Transactions, 1834 et 4835. 
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que l'on ait satisfait au système des équations différentielles 
ordinaires proposées par le système d'équations intégrales : , 

Xf =3 fi\t} *09 Xif X^f t..) X„), 
, ^J =^ /î(m *0> *4> ^%9 •••» '^nh i /A\ 

^ } (A) 

x„ «= /rt(f , ^0) ^i> ^t> •••> ^ii)« 

Si l'on remplace dans ce système les variables t, X{, ... x», 
par leurs valeurs initiales Iq, xJ, x^, ... x* et réciproquement, 
je dis que l'on obtient un système équivalent d'équations intégrales. 

Ce théorème dispense de faire le travail ennuyeux de Télimi- 
nation, et il permet d'exprimer facilement les équations inté- 
grales résolues par rapport aux constantes arbitraires de la 
manière suivante : 

aCÎ=/'l(^0, ty X|, X„ ..., X„), 

^i'^MV^o» '» ^l> ^J> •••> ^/i)j i .-jv 

X„ = /„(îo, », Xj, Xj, ..., x„). 

Démonstration. — Soitje système d'équations intégrales : 

Xi = Vi{ty ai, «j, ..., a„), 

satisfaisant aux équations différentielles données; il en résulte 
entre les valeurs initiales le même système d'équations, savoir : 

Xi = Fj(^0> «1» ««> — » «n)> 

\ ' 

xIle=F„(<0> «i> «2» -M «/,)• 

Le système (A) résulte évidemment de l'élimination dea^^a^y ...a., 
entre (C) et (D). Or, ces deux derniers systèmes se transfor- 
ment l'un dans l'autre, si l'on change t en ^o« ^^ ^ti même 
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temps X, en xî, x^ en a^, ... x« en xl; par conséquent, on doit 
pouvoir faire ce changement dans (Â)> et Ton obtient alors (B) 
qui est donc équivalent à (A). 

« 

49. Voyons maintenant ce que devient la fonction V, quand 
on change les variables en leurs valeurs initiales. 

Supposons que les équations de la niécanique (n"" 15), ou les 
équations différentielles plus générales (n"" 40), soient intégrées 
par le système : 

qfi = ?i(f, «i, «i, ..., otith pi = ^i(t^ «i» «i) •••> «j*), 

(jli=^i\h «M O'îj •••> '^Vh Pi = ^s(^i *1> «Jj •••> ««*)) 

qk = ^k(h *ij ^îi •••> ^u\ Pk = ^k{ti «i, «2, .... «j^). 

Si Ton remplace / par sa valeur initiale ^o^ on a : 

qi = ^i{to, «1, a,, ..., Œji), p^'=^l(toi «i, «j, ..., «j^), 

9'î=?î(^0> «D «JJ •••> «ïi\ /^«=»4(^0> «D «i» •••» «i»)? 
9* = 5a('05 °^0 *2j •••? «»*)> Pk=^^k(tof «ij «2, ... , 044). 

Cela posé, considérons l'intégrale : 



= f fdt, 



9 étant une fonction de /, 91, q^, ... 9^ « Pft P2« — P*9 qui, après 
rintroduction des valeurs de g^, 92, ...9*, pi,/)),. ..})«, /Induites 
des équations intégrales précédentes, devient une fonction de 
/, «1, «2, ... «ïA. On a donc,*d'après cela : 

/ ç»rf^ ==*((, a,, aj, ..., û:,*), 

et, par suite : 

» 

V= / frf/ = *(^ a,, aj, .. , otfk) — 4>(/o) «!> ««> • •> «2t)- 

La quantité V ainsi déterminée sera, d'après ce que nous 
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avons vu (n'^^o) une solution complète' de Téquation différen- 
tielle partielle : 

pourvu que Ton élimine les constantes a^, a^, ... a^y au moyen 
des 2k équations ci-dessus pour 9i, 92, ... Qk, ql^ ql, ... 9*. 

Mais, de ces 2k équations, une moitié se transforme dans 
l'autre, si Ton change ^ en /09 ^^ 1^^ quantités 9, en 9^ Donc, 
chacune des quantités «i , o^, ... Os^, sera exprimée en fonction 
de l, to, qi, qa, ... q*, qî, qî, ... qî, de manière qu'elle reste inva- 
riable, si l'on change t en to, q, en q^. 

Par ce changement, la fonction : 

V = *(f, «1, aj, ..., «ja) — *{/o, «lî «j, ..., tfjt), 

se change en la suivante : 

*(/oi «1, «J, ..., «Ji) — *(^, «Ij «î» ...> «f*), 

c'est-à-direi, en — V. 

49. Dans tout ce qui précède, nous n'avons fait aucune 
hypothèse sur les équations différentielles. Supposons mainte- 
nant, pour obtenir le cas considéré par Hamilton, que cp ne ren- 
ferme pas explicitement la variable t. C'est le cas de la méca- 
nique, lorsque t n'entre pas dans la fonction de force U, ni, par 
suite, dans la fonction ^j^=H=T — U; alors t n'entre dans les 
équations différentielles du mouvement que par sa différentielle. 

Ces équations peuvent être mises sous la forme suivante : 

dt : dqi : dq^ : • •• : dqk : dpi : dpi : •• • : dpt 

^Pi ^p% ^Pk ^l' ^i ^k 

En faisant abstraction de dt et i^ on élimine complètement 
le temps, et l'on a le système : 

dqi : rfqf, : .- : dqk : dpi : dp^ : ••• : dp,, 
Dp, '0/)j' *Dp4* Dgr, ' Dgr/ D^* ' 



D^ ^tp D</^ 



* 
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par rinlégration de ce système on exprimera toales les variables 

en fonction de^^Tune d'entre elles, 91 par exemple. 

On peut déterminer cet^te dernière en fonction da temps par 

réqualion : . • 

dt i 

Dp, 



d\)ù: 



et, en intégrant, 






Dp, 



ï? 



En résolvant celte dernière équation par rapport à 91, on a 
celte variable en fonction de t — ^o* Mais, toutes les variables 
élant déjà exprimées en fonction de 91 , elles dépendent toutes 
de la différence t — îq. Donc, la fonction V renfermera aussi 
ces deux quantités t et îq par leur différence t — to=^0. 

On a donc : 

DV DV DV 

^■■^■» S^E """^^ ■■ ■■■■ szzs ■ ^ '■ • 

D( Dtn Dd 



Mais, si Ton change ^ 91, 9^, ... 9* en leurs valeurs initiales 

DV 
DO 



^oi ?îi 9Î» — 9*» V se transforme en — V,. 6 en — 6, et ^ ne 



change pas. 

Si Ton désigne par i{/o, la valeur dans laquelle ^ se transforme 
lorsque les quantités 9, et p, = ^^ se changent en 9? et pj = ^ , 
réquation : 

DV DV 

D( . Dd 

se transforme en la suivante : 

» 

DV DV 

=^ H ^0 = r "♦■ ^0- 

De D(o 



Or, réquatîon : 
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^0 = 0, 



est la deuxième équalion d'Hamiltoo, et Ton voit qu'elle se 
déduit de la première par le changement des variables en leurs' 
valeurs initiales. 



VI. 



Théorème sur les déterminants fonctionnels, 

&0. Avant d'aller plus loin, nous devons démontrer un théo- 
rème dû à Jacobi sur les déterminants Fonctionnels, et dont 
nou^ ferons souvent usage. 

Soient /i, ^3, ... /*«, n fonctions des n variables X], 0:3, ... x., 



/» = ?n(^lJ ^«> "9 3C„), 



et soit le déterminant fonctionnel : 



A 



■ — — . • • ■ 

* ... • . • 

■ ■ I I ... — ^— • 



Il est facile de démontrer que, si le déterminant R est iden^ 
tiquement nuly les fonctions qui entrent dans, sa formation ne 
sont pas indépendantes les unes des autres; une ou plusieurs 
d'entre elles peuvent s'exprimer au moyen des autres (*). 



(*) Jacobi, Vorlesungen ûber Dynamik, p. iOâ. 
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De l'iiDe des équations contenant X|, par exemple la pre- 
mière, tirons la valeur de x^ en fonction de /*!, x,, ... x», et 
substituons dans une des autres équations renfermant X|, x^, 
par exemple la seconde : nous aurons f^ en fonction de 
/i, X), X3, ... X.. Cette équation nous donnera x^ en fonction 
^^ /i» fïy ^39 ••• ^n^ et alors nous aurons ^ en fonction de 
/î) /s« ^39 ••• ^«1 et ainsi de suite. 

Nous pouvons donc considérer : 

/i comme une fonction dç X|, x^, ..., x„, 

/« ■ ■ /l5 ^ï> •••» ^/i» 

/s » » /t» /i, ^B> ...j a:„i 



/n ». » /I) /i) •••, /ii-|> x„, 

et nous aurons : 

fl = </'i(a:i, Xj, ..., x„), 

fz = h{fif fil ^8» -M ^„)î 



/i ^f(/lj /i> •••> A-l» ^« > •••» ^n)' 



Il est évident que Ton retrouvera les valeurs primitives de 
/Il A? •••/»» en X|, xj, ... X,, si Ton remplace successivement 
dans les seconds membres /*], /^^ ... par leurs valeurs déduites 
des équations qui précèdent celle que Ton considère. 

Nous aurons donc, en différentiant : 

Observons que ^ est la dérivée partielle par rapport à oç^ de 
fi=i^i^ considérée comme fonction de /i, /i, ... /;_4, x<, x,+,, ... x,, 
c'est-à-dire dans la deuxième hypothèse, tandis que ^ est la 
dérivée partielle, par rapport à x^ de /!=?., considérée cororne 
fonction de X|, x^, ... x„, c'est-à-dire dans la première hypothèse. 
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On lire de là : 



Djt» 



^ ^ _ ^j!t^J}_ 






Cetle équation nous donne successivement : 






1. 

DX| 
DX| 



DX] DXg 



Iïx„ 



3A 

DX, 



3A . 
H = 0, 

D/| dX| OXf 



puisque <//^ ne renferme pas explicitement la variable X|. 



De même. 



^3 

DX| 



Hz ^fi H^ ^ff ^/i 



D/i DXi D/*j DXj 



dXi 



0, 



et ainsi de suite. 

Elle nous donne aussi : 



DXs 


. J. H -^ 

D/| dX% 0X2 


D^j 

^Xi 


î>/f 1^X5 DXs 



a • 

et ainsi de suite ; 

^'h ^'Ps ^ Hi ^A ^^/i ^ 

DXj D/i DXt D/i Dx, Dxj ' 

puisque 4^3 ne contient pas explicitement la variable x^. 
On a aussi : 



^X5 



^3 <Vi Hi 0/; D/i 

D/; Dxs D/i DXg Dxs 



et ainsi de suite. 
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Il résulte de là que, si nous écrivons le déterminant : 



D^j 
DX| 








• 


DXf DX) 








... 

« 


• 


Hl 


/\ 


/v 


DXj DXs 

• • • 

* 


DXs 

• • 




• 


... 
. 

• 


• • • 


• • 


• 


• • 

Hn 


Dx„ Dx„ 


3a;„ 




Jx„ 



nous pourrons le considérer comme le produit du déterminant : 



i 





«.• 





Ht , 





.• • 







i 


• 




• • 


Hn Hn 


• • • 

Hn 


• 


• • 

i 



par le déterminant fonctionnel : . 



R« 



A 

DX| 


5A JA 

DX| DXi 


3A 

DX| 


3/; 

DX] 


3A 3A 

DX) DX) 

• • • • ' 




3/i 


• 

jA 3A 

Jx, 3x„ 


3», 
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Or, le premier de ces trois délerminants sa réduit à son 
premier terme 

et le second est égal à Tunilé. 



On a donc : 



« — ^.^ ^ 



DXi "bXi 



5x 



(A) 



M 



Cela posé, si le déterminant fonctionnel R des fonctions 
Al A) — fn 6st identiquement nul, la formule (A) nous permet 
de démontrer que les fonctions fne sont pas indépendantes les 
unes des autres. 

En effet, si R = 0, il faut que Tun des facteurs : 



Hi ^i 



^Xi 



^Xq 



Dx„ 



$*annule identiquement. 

Mais, les n — 1 premiers facteurs sont, en général, différente 
de zéro, puisque, par hypothèse, ^i contient explicitement oci, 
4^2 contient x^, etc. Il faut donc que ce soit le dernier facteur ^ 
qui s'annule identiquement, c'est-à-dire que, par suite des sub- 
stitutions successives que Ton a faites, la dernière fonction i^^ 
ou f^ ne doit plus renfermer x« explicitement, et peut, par 
conséquent, s'exprimer au moyen de /li A* *•* A-i seulement. 
Il s'ensuit donc que, si R==0, il doit exister entre A, A, ... A-i» A 
iine relation indépendante de Xi, x^, ... x,. 

Cependant, il peut aussi se faire que, par suite des substitu- 
tions en question, aucune des fonctions ^ni^n^i^ .•* 4^n.A« ne 
renferme explicitement x., x..|, ... x^^. Il est évident que, 
dans ce cas, l'on aura identiquement : 



— «0, 



Dx 



n 






0, 



^'/'«-i 



^x. 



0, 



n-k 



(B) 
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et alors chacune des fondions ^,, 4»,.,, ... ^^, 00 /;, /i., , ... /^^^ 
s'ei|Kme an mûjea de A» A^ •*• /L*^ seulement. 

I tfgfj irafi nfiiii i r , si itt fooclicffift A^ A« — A °6 ^nt pas 
indépendantes les unes des aatres^ fi^ pftr exaiipie« Titiie d'entre 
elles A, ou plusieurs d'entre elles A» A-i» - A-*» pewmtêtic 
exprimées au moyen des fonctions restantes, c'est-à-dire A en 
fonction de A, A, ... A-i, ou bien A» A-i» ••• A-* «n fonction 
de A« A« — A-*-i9 diors la première des égalités (B), ou toutes 
ces égalités (B) auront lieu, et, par suite, le déterminant R sera 
identiquement nul. 

VU. 
Théorème de JacobL 

5t. Kous avons vu (n* 41) que la connaissance des intégrales 
du système d'équations différentielles ordinaires : 



I* 



dt 


^ 

Dp. 


dp, 
dt 





nous a permis de trouver par une quadrature une solution com- 
plète de l'équation aux dérivées partielles du premier ordre : 

Nous allons maintenant démontrer le théorème inverse, et 
faire voir comment, au moyen de l'équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre, on peut, par de simples différentiations, 
trouver les intégrales des équations différentielles ordinaires. 



Théorème. — Soit : 



DV 
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une équation différentielle partielle du premier ordre, qui ne 
renferme pa$ la fonction Y, la fonction ^ étant une fonction 
de qi , q,, ... q„, p,, pa, ... p„, t, dans laquelle : 

p. == _ . 

Supposons que l'on connaisse une solution complète quel'^ 
conque V de cette équation différentielle partiellef c^est-à^dire 
une solution qui, outre la constante ajoutée, renferme u con^ 
stantes arbitraires «i, «a, ... «„• Si l'on pose : 

Pi ) P29 ••• (^n ^'^^^ ^^ nouvelles constantes arbitraires, ces équa^ 
tions, jointes aux suivantes : 

feront les intégrales du système d'équations différentielles ordi'- 
naires dont le type est : 

dqi^ ^ 

potir /oufe^ /e5 valeurs de i égales à 1, 2, ... n. 

Pour démontrer ce théorème, observons d*»bord que, si l'on 
remplace dans l'équation (1) V par la solution complète suppo- 
sée connue, le premier membre de cette équation deviendra 
une fonction identiquement nulle des quantités 91, 9ii, ... 9», 
«1,0^, ... (x^, t. Par suite, les dérivées de ce premier membre, 
prises par rapport aux qt ou aux a,, sont idenliquement nulles. 

Cela posé, nous allons démontrer que les équations (4) sont 
des conséquences des équations (2) et (3). Ncois démontrerons 
d'abord que des équations (2) on peut déduire la première moitié 
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des équations (4). A cet effet, nous différen lierons complètement 
les équations (2) par rapport à (, et nous aurons : 



D'V D«V d^, D«V d(/, D«V dq„ 



= 0, 



da^Dt Da^d^i df Dgcid^s df «^^s^^n dt ) (^) 



D«V D'V d^, D'V dqr, . D«V dr/„ 



Il suffirait de résoudre ces équations linéaires par rapport 
^ ^» %» — %» ^^ ^® montrer que les valeurs obtenues 
sont identiques à Jji U;» - Ifc- 

Mais, on peut démontrer cette identité très facilement, 
sans résoudre les équations (5), si Ton parvient à reconnaître 

que les quantités 5I- 1 ^ y ••• 3^ « ^^'^^^ P^i*^ ^^ '^^ quantités 
^, ^, ... •'^, d'autre part, satisfont à un même système 
d'équations linéaires. 

A cet effet, différentions partiellement réquation'(l) par rap- 
port aux constantes «i, a^i ••• ^m ^^ observant que, parmi les 
quantités (, 9, et P<'=^i qtii entrent dans ^, il n'y a que les pt 
qui renferment les constantes '«i , a^, ... a». En différentiant 
partiellement par rapport à a^, il vient : 

-f- :_ H -4- ... ^ -_ =0; 

mais, en vertu de la relation : 

DV 

on a : 



Par suite, *l*équation précédente devient : 

■ H • 1 h ••• H =0. 
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En doDnanl successivement à t les valeurs 1, 2, ... n, on en 
déduit un système de. n équations linéaires. Or, ce système 
ne diffère de (5) qu'en ce que les quantités ^ sont remplacées 
par ^. On en conclut donc : 

dt ^pi 

Pour obtenir la seconde moitié des équations (4), nous 
nous servirons de la seconde moitié des équations intégrales, 
c'est-à-dire des équations : 

En différentiant par rapport à (, il vient : 

D'V ;)'V dq^ D'V dq„ 



àpi ^ 

dt ^fit ^i^qi dt 



^qt^qn * 



Or, on a : 



par conséquent, 
dt "" 






dV 
) — 



D'V Dp, dqr, ^p„ dq„ 

■ ■ ■ ■ -4- - ■ "1- ••• -f- — — — 

T^qfit dqi dt Dg, (]{f 



Mais, en vertu de la première moitié des équations (4), on a : 



donc, 



dqi l^ 
dt D/9i 



dt 



dpi 
dt 



^qfit T^qt D;?| Dqr,. Dp, 






(6) 



D'autre part, en différentiant Téquation (1) partiellement par 
rapport à g,-, il vient, puisque tp renferme 9,, d'abord explicite- 
ment, et implicitement par les pt : 



= 



D*V D<f Dp, D<(» Dp, 

■ .^ , - ^. __^ 

D^^Df Dp, Dç, Dpj Dq^i 



Dtp Dp^ D/» 

— -^ -^ — . 7) 

^Pn ^i ^Vi 

5 
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Relranchant l'éqaation (7) de l'équation (6), il vient : 

dt Dfj 

ce qui démontre la seconde moitié des équations (4), et le 
théorème de Jacobi est démontré. 

On voit, par la démonstration précédente, que les n constantes 
qui entrent dans Y peuvent être arbitraires : il n'est donc pas 
nécessaire de prendre pour ces constantes les valeurs initiales 

5t. Remarque. — Nous avons conclu de Tidentité des deux 
systèmes qui définissent ^* et ^, que ces quantités sont égales. 
' Nous ne pouvons tirer cette conclusion que si ces quantités ont 
des valeurs finies et déterminées ; or, cela a toujours lieu pour 
un système d'équations linéaires, dès que ces équations ne sont 
pas incompatibles, ou dès que Tune ou plusieurs d'entre elles 
ne sont pas la conséquence des autres. Dans le premier cas, les 
valeurs des quantités sont infinies; dans le second cas, elles 
sont indéterminées. Ces cas d'exception, dans lesquels notre 
démonstration cesse d'avoir lieu, se présentent lorsque le déter- 
minant R des équations linéaires est nul (pourvu que les coeffi- 
cients de ces équations restent finis, ce que nous supposons 
toujours). 
Or, ce déterminant est : 



R = 



D'Y D*Y 



D'Y D'Y 



D'Y 
:^xfiq„ 

D'Y 



D'Y D'Y 



D'Y 



que l'on peut écrire, en adoptant la notation de Jacobi : 



R=2=^ 



DV DY 

D— D — 

DoC{ Doe2 

^^ DÇj 



DY 
D — 

^9n 
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* 

oa bien : 

dV dV dV 

D — D D 

R = \±_^».-_^ ... ^?» 

Or, c*est UD déterminant fonctionnel, et nous allons démontrer 
qu*il ne peat être nul. 

En effet, si le déterminant R est nul, il résulte de la première 
expression de R que les quantités j^i 5^» ••• ^^i considérée* 
comme des fonctions de 91, 92, ... 9., ne seraient pas indépen* 
dantes les unes des autres, c*est-à-dire qu'il devrait exister une 
relation entre ^15—»... |^i «1, «2» — «»» ^ laquelle ne ren- 
fermerait pas 9i, 921 -^ 9» (n"" &o). De la deuxième expres- 
sion de R, il résulte qu'il devrait exister une relation entre 
^1 ' S' - ^' '*' '*' - '•' '' laquelle ne renfermerait pas 

On aurait donc ainsi une équation de la forme : 

Fl«, ?i, y», ... ç„, — » - —1=0, 

c'est-à*dire une équaijon différentielle partielle du premier ordre, 
à laquelle devrait satisfaire la solution V supposée, et cette 
équation ne renferme pas .^. Mais, cela est impossible, si Y est 
une solution complète de l'équation différentielle partielle : 

H J;=0. 

En effet, ppur qu'une expression : 

satisfasse à la condition d'être une solution complète, on doit se 
servir, pour éliminer les n+ 1 constantes a^, a^, ... a., 7 de 
toutes les n + 1 équations 

17 "" d7* Dç, "^ :)g,' " . Dgf„ Dy^ 
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Or, s'il existe entre ^~, ^^, ... 5^, ?,, q^, ... q^, ^ une rela- 
tion qui ne renferme pas les «j, a^i — ^«t ^^ ^^^ ^^ contienne 
pas ^ , c'est-à-dire une équation de la forme : 



f[«>?i)9i) -Çn» — ' ••• r-|==0, 



DV 



il en résulte que pour éliminer les constantes «,,«), ... a., /, 
on n'a pas fait usage de Tune des équations, à savoir de 
réquation : 

Si Tune des équations est superflue, et si, par conséquent, 
les n autres : 

sont seules nécessaires pour éliminer les constantes o^i^o^^ ... ««, 
il en résultera que Tune de ces constantes reste indéterminée, 
c'est-à-dire que nous pourrons lui donner une valeur- parti- 
culière. En effet, entre n équations on ne peut éliminer, 
en général, que n — 1 quantités. Cette* constante est donc 
superflue, et, par conséquent, la fonction f ne renferme que 
n — 1 constantes. 
Par suite , la fonction : 

ne renferme, y compris 7, que n constantes arbitraires. Elle ne 
peut donc être une solution complète de l'équation : 

mais, elle est une solution de l'équation : 

Fc=0. 

Or, cette dernière conclusion est contraire à notre hypothèse 
qui était que : 
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est une solulion de Téquation : 



et de réquatioû : 






-♦- * = o, 



F = 0. 



Donc, le déterminant R ne peut être nal, et, par suite, de 
Tidentité des deux systèmes linéaires, on a pu conclure que 
Ton a : 

dqi ^ 
dt Dp( 

53. Application. — Nous terminerons ce chapitre, en appli- 
quant la théorie précédente au mouvement d'un système libre 
de n points matériels. 

On doit d'abord calculer l'expression : 

qui entre dans les équations différentielles d'Hamilton, en fonc- 
tion de (, 9<,p,. 

Or, ici les g, sont les 3n coordonnées rectangulaires ,x<, y., z,. 
On a donc : 

par suite, 

DT DT 

Les p étant ici égaux à th^,', nt^yl, m^i on devra dans Téquation 

^ = T-U, 



remplacer les xj, yî, < (c'est-à-dire les q') par ^ , et Ton aura i^ 
en fonction de 9,, p, et t. 

Mais, pour avoir l'équation différentielle partielle, on devra 
poser : 



Pi = 



DV 
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par conséquent. 



UiE)'-©'-©>"- 



, 3V 
niiXi = — » 

et, par suite, 

^^^H^i l\bxj "*" \Dy j "^ \TzJ J 
On a donc TéquatioD différentielle partielle : 

U étant une fonction des coordonnées or^, y^, z,. 

Telle est Téquation différentielle partielle du premier ordre, 
de la solution de laquelle dépend Tintégration des équations 
différentielles du mouvement d'un système libre, lorsqu'il existe 
une fonction de force U, qui, outre les coordonnées, peut encore 
contenir explicitement le temps. 

Si Ton peut déterminer une solution complète de cette équa- 
tion, c'est-à-dire une solution qui, outre la constante additive, 
renferme Zn constantes a^ , a^, ... «smi alors les équations : 

pour t c=s 1, 2, ... 5n, seront les intégrales du mouvement. 

Les équations du mouvement pourront être mises sous la 
forme : 

(PXi DU (Pvt DU iPZi DU 

m. — - = — , f/f, — -- = — , n^!. — —- = — I 
di^ Dx,. dt* Dt/,. e/t* Dr,. 

pour 1 = 1, 2, ... n. 

Quant aux intégrales premières, elles sont données par les 

équations : 

dxi dV dvi dV dZi dV 

mrf---«= — » wî,-7-= — » m<-~ = — 
dt Dx^ dt D^j dt DZj 



(71 ) 



VIII. 



Fonction caractéristique d'Hamilton. 

&4. Moas avons vu, dans le cas d'un problème de mécanique 
auquel le principe des forces vives est applicable, que, T élant 
la demi-somme des forces vives, et U la fonction de force ne 
renfermant pas explicitement le temps, Téquation des forces vives : 

T — D = H = const. = h, 
est une intégrale du problème (n"" 19). 

Nous savons aussi que, dans ce cas, Téquaiion différentielle 
partielle du premier ordre, à laquelle satisfait la fonction Y, est : 






I DV 



* • •• 



— )—U(?i, ?!,... g„) «0,(1) 



ou bien : 






Outre la fonction principale Y, Hamillon considère une autre 
fonction S définie par Téqualion : 

S = V + H(f— g. (2) 

Cette fonction S jouit de propriétés analogues à celles de la fonc- 
tion Y, et elle peut être substituée à cette dernière avec avantage. 

55. Nous allons d'abord démontrer que la fonction S ne ren^ 
ferme pas explicitement le temps. 
En effet, de la formule (2) on tire : 

^t Dt 

Or, lorsqu'il existe une fonction de force indépendante du temps, 
on a : 
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par suite, 

^S ^ 
- = 0, 
Dr 

et, par conséquent, S ne renferme pas explicitement le temps. 
5e. Ceci posé, prenons la variation de S, nous aurons : 

es =êv -^ [t -^ to)m -^ mt, 

d*oà , en remplaçant d\ par sa valeur : 

W = piêqi H- pt^qi -4- ... -♦- pjq^ 

DV 

et observant que : 

ï — H. 

il vient : 

^ ==Pi^qi -^ pt^q% -»- - -♦- pJqn 

— pî<y?î — pWt — ... — pîY- -*-(' — M tîH. 

Si donc on considère S comme une fonction de 91, ... 9,, 
9Î, ... ql et de H f), après avoir éliminé le temps t au moyen 
de réquation H=T — U, on aura les 2n-i-l équations suivantes : 

DS DS DS 

T— = Pl, — =P«» ••• — = P«> 

DÇi '^ Dqr, '^ Dç„ 

DS „ DS n ^S „ DS 

lesquelles donneront la solution du problème, lorsque la fonc- 
tion S sera connue. 

Or, il est facile de voir que la fonction S satisfait à une 
équation différentielle partielle plus simple que celle à laquelle 
satisfait la fonction Y. 

(*) La fonction S = V -f- H(^ — f^)» ^^^ *<>"* celte forme, parait ren- 
fermer explicitement le temps. Nous avons démontré qu'elle ne le contient 
pas. Si donc on veut la considérer comme une fonction des ç/, q^ et de H, 
on devra éliminer t au moyen de Téquation H =r T — U. 
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En effet, on a Téquation : 

T — U = H, 

dans laquelle T est une fonction de 91, ... 9», pi, ... p«, et, en 
remplaçant p, P^i* ^1 on a Féquation : 

TUi, ...?„, — >••• — — U(qf„...7„)==H. (3) 

Or, cette équation différentielle partielle du premier ordre, qui 
ne renferme pas la fonction inconnue S, est plus simple que la 
précédente (1). 

&7. Propriété. — La fonction S n'est autre que Tintégrale 
définie : 

h 

qae Ton considère dans le principe de la inoindre action. 
En effet, on a : 

s«vh-h(< — g-, 

or, 

par conséquent, 

S = /'(T + u)(/i -H n(« — g. 

Puisque H reste constante pendant toute la durée du mouve- 
ment, on aura : 

S = / (T H- U)(ù ^- /" H(/* = /* (T H- Il H- H)c//, 
et, en remplaçant H par sa valeur T — U, 



-y 



2Trf^ 
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Oo voit donc que la fonction principale d'Hamilton : 



\^ r {T^V)dt, 



to 



ne diffère de la fonction S que Ton considère dans le principe 
de la moindre action que par l'addition d'un terme proportionnel 
au temps (n"" st). 
La fonction : 



= f ^Tdt, 



a reçu d'Hamilton le nom de fonction caractéristique. Elle satis- 
fait à réquation différentielle partielle (3). 

fts. Il est facile de s'assurer que le théorème de Jacobi (n"" 5i) 
peut être modifié de la manière suivante quand il existe une 
fonction de force ne renfermant pas explicitement le temps : 

Théorème. — Si la fonction de force U ne renferme pas 

explicitement le temps, de telle manière que le principe des 

forces vives ait lieu, et si l'on remplace dans l'intégrale des forces 

vives : 

T — U == ^, {h étant une constante) 

laquelle est une des intégrales du problème, les quantités p^ 
par ^— , on formera l'équation différentielle partielle : 

TUi,9j...^„,--' — ' •••» — —U(qr,, ?„...?„) = A. 

Si l'on connaît une solution complète quelconque S de cette 
équation, c'est-à-dire une solution qui, outre la constante additive, 
renferme les n — 1 constantes arbitraires «i, «a, ... a»-i, les 
intégrales du problème seront : 

ds ds ds ds 

r" = P* > — = P«> ••• ;^ — = Pn-i i TT = * — 'o, 

Pi Y Pst ••• Pw-n ^0 étant de nouvelles constantes. 
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Le$ intégrales premières étant : 

fiou« aurons les *in intégrales du problème^ et les constantes 
seront : 

««> «t, ... a»-|> A, 

Pu ptï ••• P«»-i> 'o* 

En effet, on sait que la fonction Y est une solution complète 
de réquation différentielle partielle : 

DV / DV DV\ 

— -*- T qr., 7„ ... qr„, — , ... — — U (çi, q^ ... ?«) == 0. (4) 
ùt \ oqi o(fj 

Posons y = S — ht^ S ne renfermant pas explicitement le 
temps. Il est évident que S étant connue, on en déduira Y en 
retranchant ht de S. 

Cherchons donc l'équation à laquelle satisfait la fonction S. 
A cet effei, nous allons transformer Téquation (4}. On a : 



par conséquent, l'équation (4) se transforme en la suivante : 

, / DS DS\ 

— A H- T 1 7,, qfj, ... 5r„, —, ... — - — U(qri, qr,, .. qrj = 0, 
\ DÇi dqj 

équation qui devra être vériflée par la fonction S. 



(») 



Si donc, on connaît une solution S de cette équation (5), on 
en déduira une solution Y de (4) en retranchant ht de S. 

Or, d'après le théorème de Jacobi, on sait que, si l'on connaît 
une solution Y de (4), les intégrales des équations du mouve- 
ment sont données par les équations (n"" fti) : 



3V 
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Les intégrales des équations du mouvement sont donc données 
par les équations : 



D(S — ht) 



doCi 



= pi, 



D(S — ht) 
D(S — hl) 



= P 



3> 



;)(S — ht) 



= |3*_4, 



= — ^01 



ou bien : 



DS DS 

— = Pi^ r- =Pî»- :; — 






dA 



Par conséquent, ces dernières équations sont bien les intégrales 
des équations du mouvement. 

59. Remarque /. — Dans le cas d'un système libre, on a, 
en coordonnées rectangulaires, Téquation différentielle partielle : 

60. Remarque IL — La fonction caractéristique d'Hamilton : 

S= r ^Tdt, 

peut encore être mise sous une forme différente. 

En effet, puisque T est une fonction homogène et du second 
degré des q[ , on a : 



d'où : 



oqi oq^ oq^ 



2Ï = ^4^; -h ptq'i 



dqi dq^ 
^' dt ^* dt ^^ dt 



Vnq\ 



Par suite, 

S = y 2T(/( « / (pidqy + p^qr, -+- — •+- pjq,,) • 



Observons ici que l'expression Pidq^ 



Pndqn doit être 
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t 

une différentielle exacte, puisque l'intégrale du second membre 
doit se réduire à une fonction de l seulement. 

ei. Remarque III. — Hamilton considère encore une autre 
fonction qui jouit de propriétés analogues à celles des fonc- 
tions y et S. Cette fonction est définie par Péqualion : 

dans laquelle H = T — U- 

Or, H étant une fonction des 9,, f?,, on a : 

'0 

mais, les équations canoniques : 

dqt dH 

dt 2ipf 

dp. ^ DH 
dt Dqf, 

nous donnent : 

Si donc on considère la fonclion Q comme une fonction des 
an quantités p„ pf, nous aurons les 2n équations : 

3P( 
«•- ^^ 

qui seront les intégrales des équations canoniques, et qui résous 
dront la question lorsque la fonction Q sera connue. 
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IX. 

ApplieaUons. 

G9. Mouvement d'un point matériel attiré ven un centre 
fixe, par une force dont Vintemité varie en raison inverse du 
carré de la distance, le mouvetnent étant rapporté à deux axes 
rectangulaires. 

Les équations du mouvement sont, en prenant le centre flxe 
pour origine, et en supposant la masse du point égale à Tunité, 

dF^'^V 
dt' r* ' 

|x étant la masse du centre d'action. Nous supposons que l'action 
de Tunité de masse sur Tunité de masse à Tunité de distance 
est égale à l'unité. 
La fonction de force est : 

r 

Comme il n'y a pas d'équations de liaisons, les 9^ sont les varia- 
bles X et y. La demi-force vive est donnée par la formule : 

or, on a : 

DT , DT ^ , 

par conséquent (n"* to), 

p, == x\ p, = y', 

et, par suite. 
C'est la fonction T exprimée en fonction de Pi, Ps, 9i, 9s« 
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La fonction de force U éiant indépendante du temps, Téqua- 
tioo différentielle partielle de laquelle dépend la solution du 
problème est (n*" 5$) : 

dans laquelle on remplacera Pi , Pa , P^** sf" ^ sf^ ' c'est-à-dire 
par 5I , 5I . Nous aurons donc l'équation : 

dont il faudra trouver une solution complète. 

On simpIiGe la question en. changeant de variables, et posant : 

a: = rcosf, y = rsinf, 
r et 9 étant les nouvelles variables indépendantes. 
Or, des équations précédentes on tire : 

y 



X 



et, par conséquent, 



J5 


DS :ir 




DS 


Df> 


X 


DS 


y 


DS 


^=s 




-*- 


— — 




=r — 








Zx 


Dr Dx 




if 


Dx 


r 


:ir 


r* 


Dj» 



DS DS :}r DS Dy y DS X DS 
Dy :ir Dy D© Dy r Dr r* Dy 

L'équation aux dérivées partielles est alors : 



2 [W/ r' Vdî»/ J r 



A, 



et nous aurons à déterminer une solution complète renfermant, 
outre la constante additive, une constante arbitraire (n*" 59). 

Pour intégrer cette équation, nous observerons que S peut 
être considérée comme la somme de deux fonctions d'une seule 
variable chacune, savoir une fonction de r et une fonction de (p. 
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Nous poserons donc : 

R étant une fonction de r, et $ une fonction de 9, et nous 
aurons, en désignant par R' et $' les dérivées de R et €^ respec- 
tivement par rapport à r et 9 : 



s^'- ?•"]-;*»■ 



On peut satisfaire à cette équation en posant : 

1 in 

2 r* r 

d'où l'on tire : 



et, en intégrant. 



^-fW^^-^T-v' 



par conséquent, l'expression : 



S == /'rfr y 2A ^ ^ - -1 H- ^ V/2^ 



r 



sera une solution complète de l'équation aux dérivées partielles. 
Les intégrales du problème seront alors (n® &8) : 

keig étant deux nouvelles constantes. 
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pjoos aaroos dooc pour ces intégrales : 



k = — 



dr 



? 



r'V^-^'i-% 



2^ 2p l/âp 



«-*-ff = 



dr 



V^-'i-^ 



dont la première peut être remplacée par Féquation : 



A=— 




i y 

3r ai*ctg — 



|/2p 



a: 



t. Mouvement d'un point matériel attiré vers un centre fixe 
par une force agissant en raison inverse du carré de la distance, 
le mouvement étant rapporté à trois axes rectangulaires. 

Désignons par x^ y^ z les coordonnées du point attiré, dont 
DOus supposons la masse égale à l'unité, Torigine étant au centre 
fixe, par /* l'attraction exercée par l'unité de masse sur l'unilé 
de masse à Tunilé de distance, et par p la masse du centre 
d'action. Les équations difTérenlielIes du mouvement sont : 



le 



ffJLX 



0, 



dt'^ r' """' 



dC 



ffiZ 



0. 



Observons que les équations du mouvement auront la même 
forme, si nous supposons le centre mobile, comme cela arrive 
dans le cas du mouvement relatif d'une planète unique autour 
du soleil, en tenant compte de l'action de la planète sur le soleil. 

6 



I 
\ 
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Dans ce cas, comme on sait, (i est la somme des masses M et m 
du soleil et de la planète f). 
La fonction de farce est : 

r 

Comme il n*y a pas d'équations de liaisons, les 9, sont les varia- 
bles X, y, z. La demi-force vive est donnée par la formule : 

or, on a : 

d"?-"'* ^7^*' ^^^' 

par conséquent (n"* to). 

Pi =» x'f Pi = y\ Pi = «', 
et, par suite, 

C'est la fonction T exprimée en fonction de pi, p^» P3> q^ 93» 93. 

La fonction de force U étant indépendante du tempsj l'équation 
différentielle partielle de laquelle dépend la solution du problème 

est (n** 59) : 

dans laquelle on remplacera Pif p^, Ps P^** ^> ^' 5I"» c'est- 

^C AC >C ^'tI *'V8 '"'HS 

à-dire P^^r 5^ > ô^> 57- Nous aurons donc l'équation : 

équation dont il faudra trouver une solution complète, renfer- 
mant deux constantes arbitraires, outre la constante additive 
(n*" &$). 
D'ailleurs, si nous posons : 

H, = T — U = i (x" -+- v'* -*- «") — ~ ' 
(*) Voir Cours de mécanique analytique, théorie des forces centrales. 



( 83 ) 



l«s équations du mouvement peuvent être mises sous la forme 
suivante (*) : 

dl Dx 

dy' DH, 

dt D^ 

dz' _ DH, 

dt 'ïz' 



dx dH, 
rfF^Ôx' ' 
rfy dH, 

^^■^^« SS^29 ^mm^^^m i 

dz _ DHj 
rf7 "~ 32' ' 



Pour simplifier la solution de la question, nous emploierons les 
coordonnées polaires, et nous poserons : 



X Bs r sîn cos f , 
y «= r sin sin f , 
z B. r cos $, 



Posons encore : 



dr 
dt 






dt ' dt 






et nous aurons pour l'expression de la force vive : 

2T = r" -I- rV* -♦- r' sin' «./'; 

c'est la fonction T exprimée en fonction des q et des q'. 
Mous aurons donc : 

DT 

Dj?' 



>«a' 



:^ = »-'<^^ 



tc'.nlA '. 



— -^s==r'sin'e.f ; 



(*) En observant que Ton a : 

^__DT^ D(T~U) _dH, 
Dx' Dx' Dx* * 



ci 



DHt_ DU 

Dx "" Dx 
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par conséquent (n* lo), » 

Pi == r', p, « rH\ ps -= r* sin' , 9' ; 

et il vient alors : 

i r i il 

T = - PÎ + — PÎ -^ -TT-T- pî • 

Cest la fonction T exprimée en fonction de pi, Ps,Ps, Çi, g^, Çs* 

m 

L'équation différentielle partielle du problème est donc : 

et nous aurons à trouver une solution complète de cette équa- 
tion (2), renfermant, outre la constante additive, deux constantes 
arbitraires (n* 59). 

Pour intégrer cette équation (2), nous observerons que S peut 
être considérée comme la somme de trois fondions d'une seule 
variable chacune, savoir une fonction de r, une fonction de 6, 
et une fonction de 9. 

Nous poserons donc : 

S = R 4- -♦- *, 

et nous aurons, en désignant par R', e', $' les dérivées de R, e, 9 
respectivement par rapport à r, 6, 9 : 

i Fr'» ^ le'* h- -J-p *'«] =^ + h. 

2 L r* r' sm' 6 J r 

On peut satisfaire à cette équation en posant : 



t 



sin*0 ^ (A) 

R"^-:c=:-^-»- 2A. 



r' 



1 
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Ces équations ne contenant chacune qu'une seule variable, on 
en tire : 





^y ▼ sin' B 



r r' 



ro 



par conséquent, Texpression : 



V/ -^ -4- 2A 5 dr -4- y, 

sera une solution complète de l'équation (2). 

Les intégrales premières du problème sont alors (n"^ &$) : 



(3) 



dr 
di 
dé 
dt 
df 
dt 



1 dS 



r*sin*9Dj> r'sîn'fl 



(*) 



Les intégrales finies sont : 



_„6', 



ïb 



»', 



(») 



= / H- T, 



6', gf' et t étant trois nouvelles constantes arbitraires. 
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Observons, en passant, que la fonclion S donnée par réqoa- 
tion (3) étant connue, on pourrait revenir aux variables x, y, z^ 
et alors les intégrales (4) pourront être remplacées par les sui* 
vantes : 

dx dS dy dS dz dS 
di ' dx dt dy dt dz 

Les équations (8) nous donnent : 

e dô 

^^în«7 




T 8in" 



sin 6 
dr 



ro y r *' $9 ~ sin*d- 



« 4- T=: / :::::: 

J v^ 



dr 






Il est facile* de trouver la signification des constantes. 

La constante h n'est autre que la constante des forces vives, 
b est la constante des aires dans le plan de Torbite, et g la con- 
stante des aires dans le plan des xy. 

On a, en effet, 

dx dS dS dr dS de dS dj» 
dt dx dr dx dd dx df dx 

Or, des formules : 

r = |/x* -I- y' -+- z', tgf«=-, cosdas-f 

X r 
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en tire : 



Or X 

_ = - = sin d cos 9 , 

Ox r 

^r y . 

— =- = sin 6sin y, 

^y r 

^r z 

— =r - = COS ô, 

Dz r 






x' -+- y* 



sin f 

■■■■■■■■■"" ! 

r sin 6 



X 



D^ X* -♦- y^ 



06 



ZX 



COSf> 

s ■■ > 

r sin d 

cos B cos 9> 



Dx r* sin d 
Dd cos 6 sin f 



r 
sin d 



?• 



Par conséquent, 



dx 

■-- = sin d cos 9 

dt ^ 






COS 6 cos f ^ /"] g* g sin f 
> V sin'e r sin e 



-- = sin 6 sin 9 v — 
di ^ y r 






cos 6 ^n 



T sm' 



gcosf 



sin' ô r sin ô 



dz . /2A 

-- = cos e v — 
dt ^ r 



'^^-..h-': 



_!!^y/6«_ 



sin* 4 



Élevant au carré et ajoutant, on a : 



( 



^h^h^h"^--' 
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c*est réquatioD des forces vives; en faisant ^=0, cette- équation 
détermine la constante h en fonction de la vitesse initiale et de 
la distance initiale du point matériel au centre fixe. 
D'antre part, il est facile de voir que Ton a : 

dy dx 

On en conclut que g est la constante des aires dans le plan 
des xy ou bien le double de la vitesse aréolaire en projection sur 
le plan des xy. 

On trouve de même : 



dz dy , X /f 9^ 

yj7— Z—^-SlUfX/ 6«— -^-— — gfC0Sî»C0tg9, 

dt dt ^ sin^ô 



dx dz • /^, o' 

x-v = cos f v 6' ^ 5f sm y cotg e, 

dt dt ^ y sm*e ^ î^ -o 



Élevant au carré et ajoutant, il vient : 

dy dxV I dz dyV I dx dzV 

-'lui ''[^di-'tl -^['di'^'dïl 



X 

dt 



Or, le premier membre est le carré du double de Taire dans 
le plan de l'orbite, ou le carré du double de la vitesse aréolaire 
dans le plan de l'orbite. Par conséquent, la constante h est la 
constante des aires dans le plan de Vorbitey ou le double de la 
vitesse aréolaire dans le plan de l'orbite. 

On peut encore dire que la constante b est l'axe du plan 
invariable, et g la projection de cet axe sur la normale au plan 
des xj/, c'est-à-dire sur la normale à un plan fixe sur lequel on 
compte les longitudes. 

Il résulte de là que, si i est l'inclinaison de l'orbite sur le 
plan fixe des xy, on a : 

^ = b cos t. 
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Avant de passer à la recherche de la signiflcation des con- 
stantes T, b\ g\ nous allons déterminer les limites inférieures Tq 
et 60 des intégrales qui entrent dans la fonction S. 

Nous prendrons pour ces limites inférieures les valeurs de r 
et 6 qui annulent les radicaux : il résulte évidemment des deux 
dernières formules (A) que ces valeurs de r et 6 sont celles pour 
lesquelles on a : dr = 0, d9 = 0, c'est-à-dire les valeurs pour 
lesquelles r et 6 sont minimums. 

Nous aurons donc pour déterminer la limite inférieure de r, 
réquation : 

r r 

OU bien : 

— 6« -*- 2/Àtr -H 2Ar* « 0. 

Or, en désignant par 2a et e le grand axe et l'excentricité de 
l'orbite elliptique, on a : 



ou bien : 






p étant le demi-paramètre. 

Ces deux dernières équations déterminent les constantes h 
et 6 en fonction de a et de e. 

La limite inférieure tq de r est donc donnée par la formule : 

r„ = a(\ — e). 

Quant à la limite inférieure ^AeO^ elle est déterminée par 
l'équation : 

sm' Oq 

de laquelle on tire : 

sm ^0==»-' 
6 

est l'angle que le rayon vecteur r fait avec l'axe des z. 
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D'ailiears, en vertu de ia formule : 

gs=z 6cost, 
on a : 

sin Oa = ces t , ou bien : ^o ^= *• 

Passons maintenant à la recherche de ia signification des 
constantes g\ b' et t. « 

Pour trouver la signification de g\ prenons l'intégrale : 

de 

SIïTB 




^ sur e 

et faisons dans celte équation : 

« 

l'intégrale du second membre est nulle (*), et l'on a : 

en désignant par <po 1^ valeur de <p correspondant kB = %. 

Or, (po ^st l'angle de l'axe des x avec la projection du rayon 
vecteur qui fait le plus petit angle Bq ^^^^ ''^^^ d^s z. Mais, 
l'inclinaison de ce rayon vecteur sur le plan des xy est la même 
que celle de l'orbite : il est donc perpendiculaire à la trace de 
l'orbite sur le plan des xy (c'est la ligne de plus grande pente 
de l'orbite); par conséquent, sa projection sur le plan des xy 
est perpendiculaire à celle trace. Donc, Tangle de celte pro- 
jection avec Ox est égal à |, augmenté de l'angle de la trace 
avec Ox, c'est-à-dire | plus la longitude *du nœud de l'orbite. 

On a donc, en désignant par a la longitude du nœud ascen- 
dant de l'orbite : 

(*) Puisque les limites de Tiatégrale sont égales. 



■> ' I 
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Observons encore que l'équation : 



6 dô 

^sïn»ë 



A. ^ 8111 e 



nous donne : 

/® 9 d cotgj 

OU bien : 



^' = ^ H- arc sin 



(^ 



. S'colg» ^^ 



Or, de la formule : 

9 
6 

on tire : 

1/6* — </* 



sin ôo = -r> 



cos6< 







et, par suite, 



»/6« - ^* 

COtg Bq = 



Par conséquent, 



g COtg 6 T 

q' ss tp -^ arc sin — =z= :' 

^ l/6'-i?' 2 

OU bien encore : 

g coig è 



g' sssf — arc ces 



1/6^ - i^' 



Pour trouver la signification de la constante 6', nous pren- 
drons réqualion : 

^, y Sin'ô rp ^ ^ ^ 



. / 
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Si, dans cette équation, on fait : 

r = fo = o(i — e), 

la seconde intégrale sera évidemment nalle, et il vient : 

'« bde 



'-/ 






sm'd 



Dans cette dernière formule, la limite inférieure Bq est la valeur 
minimum de 6, c'est-à-dire | — t , et la limite supérieure 6 est 
la valeur de 6 correspondant au rayon vecteur Tq = a(l — e), 
c'est-à-dire au rayon vecteur du périhélie. 
D'ailleurs, si Ton remplace g par sa valeur : 

^ =rs 6 COS ï, 

il vient : 

-, /^^ sînorffl /'^ sinerfd / cose\* 

= / — -== / — — = arccos— — ; • 

^/ l/sin*d-cos't ^ »/sin«t— cos'd \ smt/»» 

On a donc : 

, , ces ô cos «0 

6 == arc cos — r— . — are cos -: — r* 
sm t sm t 

Or, à cause de la relation 0© = f — t , on a : 

cosdo = sint; 



par conséquent. 



, , cos e 

6' = arc cos - — : > 



sm t 

d'où Ton tire : 

* cos 6 == sin i cos 6'. 

Cherchons à interpréter ce résultat, en ayant soin de remar- 
quer que, dans cette formule, 6 est Tangle que fait avec Oz 
le rayon vecteur mené du point au périhélie. Imaginons une 
sphère ayant son centre à l'origine, et soient NP et NK les 
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intersections de cette sphère avec le plan de Torbite et le plan 

des xy, N le nœud et P le périhélie (flg. i). 

Du point P menons Tare PK perpen- 
diculaire à NK, c'est-à-dire au plan 
des xy. Il est évident ,que Tare PK 
est le complément de fangle que fait 
avec Taxe Oz le rayon vecteur mené 
du point au périhélie, c'est-à-dire 
le complément de l'angle de la for- 
mule ci-dessus. 




Fig. 1. 

On a donc : 



PK=^- — ô. 
!2 



Or, le triangle sphérique PNK nous donne : 



ou bien : 



sin PK = sin NP. sin t, 
cos e == sin NP. sin t. 



Comparant cette formule avec la précédente, on a : 



ÎT 



6' = -— NP. 
2 



Donc, la constante V est le complément de la distance angulaire 
du périhélie au nœud. 

Enfin, pour trouver la signiflcation de la constante t, faisons 
r B= tq = a(l — e) dans la dernière équation : 



t -¥ r = 




dr 



'f'^-^n-t 



nous aurons : 



l = — T. 



:• 



Donc, la constante — r représente le temps du passage de la 
planète au périhélie. 
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•4. Mouvement d'un point matériel pesant sur une sphère. 

Prenons pour axes la verticale dirigée dans le sens de la 
pesanteur et deux horizontales menées par le centre de la sphère. 

Les coordonnées du point M sont (6g. S) : 

* 

* « = 0Q, y«=PQ, z = MP. 



« A 




Fig. 1 

Remplaçons ces coordonnées par des variables çi, 99, telles 

que réquation de condition soit vérifiée. 

Soient : 

9i = A0R, 9, = M0R, 

et supposons le rayon de la sphère égal à Tunité. Nous aurons : 



X =3 CCS 9s COS Çi , * 

y s=cos9«sin qif 
z as sin q^. 

Si nous supposons la masse du point égale à Tunité, nous aurons 
pour la fonction de force : 

U = gfx = gfsin9,; 

d'ailleurs, la demi-force vive T est donnée par la formule : 



i 



\ 



T =-- - (x" + y" + *'•). 
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Or, on a : 






y = 



C09 qt sin </i . Çi 
cos qt cos qi . q[ 
cos 9, . ?; ; 



sînr 9, cos ^i . f « , 
sin qi sin 91 . ^s, 



d*où il vient pour la fonction T exprimée en fonction des q et 
des q' : 



On en tire 



— = 0, — = — cos gr, sin 9, . qf;% 



On a d'ailleurs : 



;)U DU 

— c=0, --=5fcosgr,. 



Par conséquent, les équations de Lagrange (n"" o) : 

d — 

' Dgr; DT __^ DU 

rff ^qi D^f,. 

nous donnent pour les équations du mouvement : 



rf(cos' q^ . q\) 



dt 



= 0, 



dqt ,, 

— - -+- cos gt sm q^ .q^^^ g cos q^ 

dt . 



De la première on tire : 

g', .cos'qfj=sc, 

d'où, en substituant dans la seconde, il vient : 

dq', c* 

' sing,.-— 5— «jfcosgs, 



dt 



cos" 9s 
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OU bieD : 

fPq^ c' sin q^ 

En intégrant, on a : 



VaW cos'flj 



d'où: 

dq, 



dt = 



V 



âjf sin 9, -— -4- c 

cos' 9t 



C'est réquation que Ton obtient par la méthode ordinaire. 

Appliquons maintenant le théorème de Jacobi, et, à cet effet, 
reprenons l'expression : 



et posons : 



d'où : 



Par conséquent, 



T=-(cos'î,.ç;»-4-9;«), 

DT , 



ces' 9i 
9« = p«« 



T-l(-4-H-pî). 

2 \cos* o, ^ y 



C'est la fonction T exprimée en fonction de Pi, fs, 9i, 9s. 

La fonction de force ne renfermant pas explicitement le temps, 
réquation différentielle partielle de laquelle dépend la solution 
du problème est (n"" 58) : 
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as js 



dans laquelle on remplacera pi , pj , par ^ , ^ , ce qui nous 
donne Téqualion : 






2 cos* qt \Dqf, 

dont il faudra trouver une solution complète, renfermant, outre 
la constante àdditive, une constante arbitraire. 
D'ailleurs, si nous posons : 



H=T 



-^^t^^-^P'^)"»^^"'- 



nous aurons : 




• 






1» 


DH 


-0, 




p\ sin qr, 
cos' 7j 




Dpi 


Pi 
cos* 


g* 


Dp, 



— flfcosç,, 



et les équations du mouvement pourront être mises sous 
la forme : 

dqi ^ Pi dq^ 

dt cos* 9s dt 



P«î 



dpi_^ dp,_ pi sin q, 
^/« dt cos' Çî 



gf cos çj 



Pour intégrer Téquation aux dérivées partielles, nous obser- 
verons que S peut être considérée comme la somme de deux 
fonctions d'une seule variable chacune, savoir une fonction 
de 9i et une fonction de q^. 

Posons donc : 

S = Qi + Q„ 

et nous aurons, en désignant par Ql, Qt les dérivées de Qi, Qj 
respectivement par rapport à qi , ^^ • 

^-^Q;*+5Qi'-i/sin9, = A. 

2 cos 9s 2 
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On peai satisfaire à cette équation, en posant : 

i i 

cos'qfj 2 

d'où l'on tire, puisque ces équations ne renferment chacune 
qu'une seule variable : 

Qi = q, V/âp , 



Qi = / «'ît V 2fc -♦- 29 sin g, ^ — 

Par conséquent, l'expression : 

S=gjV/2S-*- f dq\/ "^h -^ '^Ig sm q^ 7— -+- r, 

sera une solution complète de l'équation aux dérivées partielles. 
Les intégrales du problème seront alors : 

DP 



as 



ou bien : 



k ^_?î / ''»> 



""'^ y eos'^V---»--- ^p 



2A -t- 2^ sin q^ 



cos* 9s 



i — U 



dqt 

V/ 2A 4- 2j sio jf, ^ 

" t ces flfj 
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•&• Mouvement d'un point matériel attiré par deux centres 
fixes en raison inverse des carrés des dislances, le point se mou^ 
vont dans un plan passant par les deux centres. 

Prenons le centre pour origine de deux axes rectangulaires, 
et soient a, 6 les coordonnées du second centre C. Le point 
mobile m est attiré vers le centre par une force ^, et par le 
centre C par une force p , en posant Om ^=q^^ ei Cm = q^. 

La fonction de force est donc : 



u = — + — . 
La demi-somme des forces vives T a pour valeur : 

Cherchons à exprimer T en fonction des variables 91, 93, 
et de leurs dérivées 9I, 9^. On a : 

X» + y' = 9Î, (x — a)« -♦- (y — 6)' = q\\ 
d*où: 

xx' -+- yt/' = q,q\, (x — a) x' + (y — 6) y' == q^q'^. 

On en tire : 

. gt?î(!/ — ^) — w»y ./ q%q\^ - qiq\[x ^ a) 

X c=a j y = , 

ay — bx ay — 6x 

Par conséquent, 

_ i qlqlqi'*' q^lq? — ^qiqiqWi j y (y — ^) -^ x (x — g) j 
2 {ay — bxy ' 

or, si nous désignons par / la distance OC, on a : 

2 [y{y - 6) ^- x(x — a)] = 2x» -+- 2y' - 2ax — Uy = çj -♦- ^j — /«, 

et, par suite, 

T, ^ qlqlq't^ -^ qlqlq? — qiqiqWtjq l -*- q\ — /') 



* « 

• « <« <* 



(iOO) 



puisque Ton a : 



2A =ai/ — 6x, 



A étant Taire du triangle OCm. 

Mais, on a aussi : 
i 



-?0 



i 



d'où: 



T = 2 






C'est la valeur de T en fonction de 9ii 9s, 9i, 9s- 

Si nous posons : 

dT dT 

P*^w' P'^^w' 



nous aurons : 



Pi-=2 



Pt=»2 



29Î9Î7Î — 9i9«9i(9Î -+- 9î — '') 



^9'9Î-(9Î-^9Î — 'T 

29Î9Î9» — 9'9»9î (9Î -<■ 9î — ^') 

49Î9Î-(9Î-*-9Î-0' 



En représentant le dénominateur par D, il vient : 

Dp, 

^iqlql -t -y 9i9«(9î -*- 9î — 
49Î9Î — 9Î9Î(9Î-^9Î-0' 



9i 



9« = 



ou bien, en observant que D = 4gîgî— (gj+gî — Pf est facteur 
commun aux deux termes, et divisant par q\q\ : 

.9;-=P.-*-ïj^(9?-*-9Î-0, 



9« =» Pt -*- 



2gig, 
Pi 

^qiq* 



(9î + 9î - n. 






* * 

• • • • 

> • • • 
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Substituant ces valeurs daus T, nous aurons T en fonction 



'ïu 



Pî 






(?î ■*- ? 



î-n]. 



La fonction de force U ne renfermant pas explicitement le 
temps, l'équation de laquelle dépend la solution du problème est: 

T — U = A, 

en remplaçant dans T les quantités Pi^Pa, respectivement par 
||-, jI". On obtient ainsi l'équation aux dérivées partielles : 

('l]\('l]\'l'±.lLL±z£.^J^^^t)^^. (A) 

\^J xaqj Dgi Dg, qiqt \qi qj 

Remarque. — On peut obtenir cette équation de la manière 
suivante : 

L'équation T — Us=A nous donne, en coordonnées rectan- 
gulaires : 

9if 99 étant des fonctions de x et de y. 

Transformons cette équation de manière à prendre 91 , q^ 
pour variables indépendantes. Nous aurons: 






D^i Dx 
DS dq^i 



dÇj dX 

Dgr, Tiy 



X ;)S 



X — a dS 



q% ^qf 
y — 6 ;)S 



et en substituant dans l'équation précédente (B), on trouve 
facilement l'équation (A). 

11 s'agit maintenant de trouver une solution complète de 
l'équation (A), renfermant une constante arbitraire, outre la 
constante additive. 
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Or, on peut la mettre sous la forme suivante : 



(C) 



posons 
d'où ; 



9i 



9» 



2^2 

DS DS D/* ;)S ^g DS DS 
Dqr, D/' Dg, Dgf D7, D/" Djf 

L'équation (C) nous donnç alors la suivante : 

Pour trouver une solution de cette équation, nous poserons 
S = F-+-G, FetG étant deux fonctions respectivement de 
fei g^ qui seront déterminées par les équations : 



et nous aurons : 







V'f — l' 



dt 



hg' 



rfgf -4- C. 



i//* - g^ 

Les intégrales du problème sont alors : 

DS DS 

d1 = ^' 3-Â = '-'" 
et l'on voit que la solution dépend des fonctions elliptiques. 
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X. 

Théorème de M. Darboux. 



\. Le premier théorème de Jacobi (n"" 4t) peut s'énoncer 
de la manière suivante : 
Étant donnée l'équation : 



— H- H Ui, gr^ , ... qr^, —, .•._ =0, 



w 



remplaçons dans la fonction H les ^ par p„ et intégrons le 
système des Sk équations différentielles ordinaires : 

Ùl^^^, Ù!i=— — . (2) 

dt ;)p/ dt Dç/ 

L'intégration de ces équations (2) nous donnera les varia^ 
blés p,, q, en fonction de t et des valeurs initiales p% q^ des p^, q, 
pour l = (q. 

Formons ensuite l'intégrale : 

Nous pourrons exprimer V en fonction de t ef des 2k gtian- 
^t/és q?, p^; mais des k formules qui donnent qi, q,, ... q^, on 
peut tirer pj, pj, ... pj, en fonction de t, qj, q,, ... q*, qj, ... qj, 
c^ par suite exprimer V en fonction des 2k +1 quantités : 

La fonction Y ain^t obtenue sera une intégrale, contenant 
k com/an/e5 arbitraires qj, qî, ... qj, de l'équation aux dérivées 
partielles (1), e/ alors, les intégrales du système (2) pourront 
être mises sous la forme : 
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La démonstration de Jacobi repose sur la considération sui- 
vante : 

Supposons que l'on fasse varier inGniment peu les valeurs des 
constantes qui figurent dan« les expressions des p, et des ç^; 
la variation de Y, considérée comme fonction de ces arbitraires, 
est donnée par la formule : 

Or, si Ton exprime Y en fonction des 9^ et q^ on a aussi : 
De ces deux formules on déduit la suivante : 
de laquelle Jacobi conclut les équations : 

Mais, comme Ta remarqué M. Mayer, cette conclusion n'est 
exacte que si les variations Sqt et ôq^i sont indépendantes les 
unes des autres, comme le sont les dq^f et les d/??. Cherchons 
donc quelle est la condition qui doit être vériûée pour que 
cela ait lieu, c'est-à-dire pour que le théorème de Jacobi soit 
applicable. 

On a : 

par suite, si les Sqi sont indépendants des ^g-, il vient : 

<^ï*=r^^/>î ■*- ~o ¥^ -*- - -*- ri^K' 
Dp" ^pi ^Pk 

pour t=sl,2, ... k. 
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I 

Maïs, les d/>J sont indépendants les uns des autres, ce qui ne 
peut avoir lieu que si le déterminant des coefficients : 



est différent de zéro. 






Mais, si R est différent de zéro, les g^ s'exprimeront en fonc- 
tion des p? sans qu'il existe aucune équation de condition entre 
les q, (n"^ 50). Donc, si R est différent de zéro, il n'existe aucune 
équation de condition entre les g^, et par conséquent les iqi sont 
indépendants les uns des autres. 

Donc, la condition pour que les dq^ soient indépendants les 
uns des autres et indépendants des dq% est que le déterminant R 
soit différent de zéro. 

D'ailleurs, les p? peuvent être exprimés en fonction de ^, 
des qt et des gj. Or, si l'on reprend les équations (2), les 2A con- 
stantes arbitraires des intégrales de ces équations pourront être 
exprimées en fonction des 9^ et des pj; mais, les pî étant exprimés 
en fonction de t.qt et 9^ il en résulte que les 2k constantes 
d'intégration peuvent être exprimées en fonction de ^ 9, et 9?. 

C'est ce qui arrivera lorsque la fonction H est telle que le 
déterminant : 

R' = \ J!L J!!L... J!L, 
est différent de zéro. Car, en posant : 

op4 Dp, ;ipt 

on a : 

^ Dp, Dp, Tipt 

Or, si R' est différent de zéro, les /) s'exprimeront en fonction 
des Pj, sans qu'il existe aucune relation entre les /) : ces fonc- 
tions fi sont donc indépendantes les unes des autres (n"" fto). 
Par conséquent, les équations : 



■* *« rf j " 
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OU, ce qui est la même chose, les équations : 

dqi DH dqM dH 

dt Dpi ' ' dt Dp* 



sont compatibles, et serviront à déterminer les pi en fonction 
de t^ 9i, ... 9*, q[^ ... 9J[. On en déduira donc pour les p< des 
expressions de la forme : 

Pi = fond, (f , g,, ... g*, q[, ... gj); 

par conséquent, ^ est une fonction du second ordre, et les 
équations canoniques (2) nous donneront k équations du second 
ordre entre ^ 94, ... q*. 

Mais, ces k équations du second ordre nous donneront k inté- 
grales renfermant 2A constantes arbitraires, c'est-à-dire des 
relations entre ^, 91, ... 9* et les 2k constantes arbitraires. 
On pourra donc, en faisant 1^=^(0 dans ces k intégrales, en 
déduire k relations entre les 2k constantes arbitraires et ql^ ... qi. 
Nous aurons ainsi SA équations entre les 2k constantes, les 9. 
et les q% et, par suite, nous pourrons déterminer ces 2k con- 
stantes arbitraires en fonction de ^ 9^ 9'* Donc, si R' est diffé- 
rent de zéro, on peut déterminer les 2k constantes d'intégration 
en fonction de ^, 9,, q% 

Au contraire, si R':=0, les fonctions fi ne sont pas indépen- 
dantes les unes des autres, c'est-à-dire qu'il existera enlre les 
fonctions /) une ou plusieurs relations indépendantes des p^ 
On pourra donc éliminer un certain nombre des p, entre les 
équations : 

et l'on obtiendra ainsi entre ^ 9^9^ un certain nombre de rela- 
tions sans constantes arbitraires. Il en résultera, par conséquent, 
que les expressions des 9^ ne renfermeront plus 2k constantes 
arbitraires. 

Ainsi donc, la condition pour que les 9^ et les 9^ soient indé- 
pendants les uns des autres, et, par conséquent, les ^9, et les ^9^, 
est que le déterminant R' soit différent de zéro. Si R'=0, 






.^id 
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les qt et les 9Î ne sont pas indépendants les uns des autres, 
et alors on ne peut plus écrire les 2A équations : 

et, par conséquent, la méthode de Jacobi est en défaut. 

M. Mayer a remplacé cette méthode par une autre qui ne pré- 
sente pas les mêmes objections, et que nous exposerons plus loin. 
• 

e7. Mais, M. Darboux f ) a montré qu'en faisant subir une 
modification à la méthode de Jacobi, on peut la rendre appli- 
cable dans lous les cas. 

Supposons que l'on ait intégré les équations : 

dt :)pi ' dt ^i 

c'est-à-dire que l'on ait trouvé 2A relations entre les quan- 
tités t,q,,p,,qUipl 

Supposons que n de ces relations puissent s'exprimer indé- 
pendamment des Po />°9 6t soient : 

Fi(^ ?i, ...?*, 95, ... ?J) = 0, 

Fî(^ gi, ... g*, gî, ... ?*)==o, /jv 

F„(f, (jf„ ... qr*, gr}, ... 9Î) = 0, I 

ces n équations. 

On peut, de ces n équations, tirer les valeurs de n des quan- 
tités qU par exemple gî, ... gî, et l'on aura : 



Fi = /!(«, gi , ... g*, gî+i, ... gî) — 9; = 0, 

Fi = A(^ g*» ••• g*, gî+i> •• g?) — gî = 0, 

F, = Ut, çt, ... 9*, 9Î+., ... gj) — 9Î = 0. 

n CompUê rendu*, 18 janvier 1878, |>. 160. 



(4) 



{m) 

Alors les 2k quantités 9,, 9? ne peuvent plus être considérées 
comme indépendantes les unes des autres, n d'entre elles pou- 
vant être exprimées en fonction des autres. 

Considérons maintenant, comme dans la méthode de Jacobi, 
l'intégrale : 

V=y(2M:-H)(lf, 

et exprimons la fonction Y en fonction des g^ ??• Nous aurons, 
comme dans la méthode de Jacobi : 

et 

d'où Ton tire, comme précédemment : 

Or, les $qi et àq] n'étant pas indépendants, on ne peut pas 
égaler les coefficients à zéro. Mais on a, entre ces variations, 
les n relations : 

_jç. H- ... -♦- — (^7* + — Jqfî -I- ... -♦- — (^çî — O, 

—^qi + - ■*- :;t^?* -*- wT^îî -*- - -*- — V*=o, 

oqi oqt oqi dqt 

par conséquent, en désignant par \,\^ ... X» des multiph'cateurs, 
et raisonnant comme d'ordinaire, il viendra : 

^V ;)F| ;)F^ ^ 

r- — Pi + A* — 4. ...-|.A„ — = 0, (6) 

dqi dqt dqt 

()V DFi î^F 
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Ces équations, au nombre de 2X;, jointes aux équations (4), 
permettront de déterminer les 2j;+ n quantités : 



en fonction des 2& quantités : 

Çi > ••• Çi» 9«+i > ••• 9*» ^i> ^> ••• ijf 

Elles donneront donc les intégrales des équations (2). 

Or, ces 2A: quantités en fonction desquelles toutes les autres 
sont déterminées sont indépendantes les unes des autres ; 
par conséquent, il ne peut exister aucune relation entre ces 
2k quantités, et, par suite, toute relation où elles entreront 
seules devra être identiquement satisfaite. 

Cela posé, suivons pas à pas la marche de Jacobi. Nous aurons: 



dW dq, 



dq% 



dqi 



dt 



or. 



Par suite, 



dV 
dt 



dt 

DV 

"d7 






DV dq, 
D^i dt 



•f— •• • 



DV rf£j 
Iqk dt 



DV 

"m 



DV dq, 
Dfi dt 



^y^dqt ^ dqt 
Dgr* dt ""''* dt 



'^ dt 



'DV 



Remplaçant les ^ par leurs valeurs déduites de Téquation (6) : 



DV DFt 

— =p, — il- .. 



Dqf, 



CD a, en supprimant les termes semblables : 



DV 



* VDgi df 

* \Dqf| * 

"\D5f4 d« 



-4- ••• -4- 



99* dt I 
Dç» du 



(HO) 
OU bien : 

3V «S" /3F, dq, JF« dq,\ „,.„„. 

^t éi \Hi dt D(Jf4 dtl V»'/"^"^ 

Or, de l'équation : 

on tire : 

DF« DF^ d?, dF« d?* 

De D91 at DjfA ae 

Par suite, le coefficient de l^ est égal à — ^ , et Ton a : 

---2^«^-*-H{f.,„p.)-0. 
Si maintenant nous remplaçons dans H, p< par sa valeur (6) : 



il viendra : 





Pi 


DV 
D^i 


-4- a, 


DFi 


-♦- 


•• ■ 


-*-K 


5F„ 


DV 
D( 


DF| 
+ A,— 

Df 


dF, 

Df 


-♦- 


• • • 


+ K 


5F, 


H 


/ 


DV 


+ A, 


DFi 

^ . 


H- 


•• • 


îF» 
+ *- — 



iqil 



OU bien, si Ton observe que les dérivées de F^ qui entrent dans 
cette équation sont précisément les mêmes que celles de /"^ : 

/ î>v dA d/:\ ^ ^^^ 

+ H [t,qi, H >4— H h A„— =0. 

Actuellement, si Ton imagine qu*au moyen des équations (4) 
on ait éliminé de la fonction V les quantités q\, ... ql, l'équa- 
tion (8) a lieu entre les 2k arbitraires 



^0 



qif ••• ?*> 9»+t) ••• 9*» ^i9 ••• ^o» 
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Il en résulte, d'après ce que nous avons dit pins haut, que 
cette équation (8) sera identiquement satisfaite. 

Or, si Ton considère \ , ... \ comme des constantes, Féqua- 
tion (8) exprime que la fonction : 

V + >/, -4- A,/; -*- ... ^- x„f„, 
satisfait à l'équation aux dérivées partielles : 

elle sera, par conséquent, une intégrale de cette équation, 
et nous aurons le théorème suivant qui est dû à M. Darboux : 

Théorème. — Étant données les équations différentielles 

ordinaires : 

dqi ;)H c(Pi_ î^H 

dt iipt dt df, 

supposons qu^on les ait intégrées, et que des intégrales on puisse 
déduire n relations distinctes, et n seulement, entre les varia^ 
blés qi , qt , ... q* , et leurs valeurs initiales. On mettra ces rela' 
tiens sôus la forme : 

Fi = fi («, ?i, 9«, .-. qty ?î+i, ... qî) — gî = 0, 
F, == ft(ty ?i, 7«> • • ?*> 9Î+i> •• ?î) — ?î = 0, 



Fn = fnih qij qu «.. ?*, 9Î+0 ... ?î) — ?i = 0, 
et l'on calculera l'intégrale : 

Cette intégrale pourra toujours s'exprimer en fonction des 
variables qi, q,, ... q*, qî+i, ... qî. Cette expression de V étant 
obtenue, les intégrales générales du système des équations diffé" 
rentielles pourront être mises sous la forme : 

DV DFi DF, DF„ 
Pj -— — = A4 -f- Aj -f- ... -f- A„ 9 

^i ^i ^qi ^i 



. DV DFi DF, DF„ 

'35? '3ÇÎ '^Jjî "jç* 
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et, en outre, la fonction : 

V -^ Jiifi -*- Xtfi H- ... -♦- A„/;, 

dans laquelle Xj, ^, ... ^« sont des constantes arbitraires, sera 
une intégrale de l'équation différentielle partielle : 

DV 

h H -♦- 0, 

OÙ l'on a remplacé dans H , p, par ^ . - 

XL 

Théorème de M. Mayer. 

es. Soit H(^ qi, ... 9i, Pi, ... Pi) une fonction donnée des 
2A;+ 1 variables r, (/<, p^, et soient données entre ces variables 
les 2k équations différentielles ordinaires : 

dt "^ Dp/ dt Dqf, 

Supposons que Ton ait intégré complètement ces ik équa- 
tions; on aura ainsi 2k intégrales renfermant 2ft constantes 
arbitraires. Exprimons ces ik constantes eu fonction des valeurs 
initiales gf, pf, que prennent les variables 9,, p^, pour la valeur 
choisie arbitrairement to de t. 

Nous aurons ainsi les équations : 

qi = fonct. {t, toy q% q\, ... qî, pî, ... pj), 
Pi = fonct. (e, fo, 9Î, 9Î, ... qU PÎ» .• PÎ). 

Nous les représenterons par : 

où les [qil et les [pJ sont des fonctions déterminées de t, t^,, 
q% p% telles que, pour ^ = /o, elles se réduisent respectivement 
à g< et p^ 
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Nous emploierons doréDavant les crochets pour indiquer les 
résultais que Ton obtient en remplaçant jo,, 9, par les valeurs (2). 
Il est d'abord évident que le déterminant : 

qui, pour /= ^oi se réduit à Tunité, ne peut jamais être nul. 
Il en résulte donc que les équations : 

[?J «= 9o (3) 

sont compatibles, et, par suite, en les résolvant par rapport aux 
k quantités 9^ on en déduira les valeurs de ces k quantités. 
Cela établi, posons : 



,3 J (S ^Pi ) 

<0 

et calculons la fonction Y en fonction de : 

ce qui se fera évidemment au moyen des équations (2). 
Nous aurons donc, en vertu des notations adoptées : 

Désignons par c une quelconque des constantes 9- , p", et nous 

aurons, en différen liant par rapport à c : 

* 

Or, on a : 

Mais [H] n'est autre que la fonction primitive H dans laquelle 

8 
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on a remplacé les p^, g^, en fonction des p^ 9?; nous aurons 
donc : 

par conséquent, 
D'autre part, en vertu des équations (1), on a : 



bîJ 



dt 



ôc iJPij ^c dt dt De 

par suite, 

d % J 4pJ d[9 J 

de a< De 



^|2wg.]-mj~2lw^ 



En intégrant entre les limites (q et t, il vient, pour le second 



terme du second membre de ^ : 



/st2w[s]-™i'"-/-2Mt 



] 



tu h 



H2M%'i:=2Îwf-K|| 



(*) On doit, dans le second membre de cette formule, renfermer toutes 
les quantités entre 'crochets, puisque ce second membre doit comme [H] 
être exprimé en fonction des qi^ pf. 
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en observant que, pour l=to, [pi] el [çj se réduisent, par hypo- 
thèse, à p? et g?. 
On a donc enfin : 

De oc ^^ ^* ( oc De ) 

Or, si, dans cette dernière formule, on fait c=»ql, il vient : 
OU bien : 
Si, dans la même formale, on fait c =apj!, on obtient : 

D'autre part, si dans la fonction Y, exprimée en fonction de 
I, ^01 9i) ••• 9*9 Pli ••• pU on remplace les 9? par leurs valeurs 
tirées des équations (3), elle devient une fonction de /, ^01 9i9 — 9*9 
pîi — Pki que nous pouvons représenter par (V). Il est d'ailleurs 
évident que la fonction (V) se réduit inversement à la fonction V 
primitive, si l'on remplace dans (Y) les quantités 91, ... 9^ par 
leurs valeurs (3), c'est-à-dire par : 

Par suile, on a, en appliquant le théorème des fonctions de 
fonctions : 



^ ^ p_(V)1 D[gJ 



' (*) Les crochets des seconds membres indiquent que ces seconds mem- 
bres doivent ôtre exprimés comme les seconds membres des valeurs trou- 

SV "^V 

vées plus haut pour ^» w»> ®^ fonction des p,% qf. 



( 116 ) 

En comparant ces valeurs de ^o, 5^0 avec les valeurs trouvées 
plus haut, on en conclut que Ton doit avoir identiquement : 

pour r = l, 2, ... k. 

Les équations (5), au nombre de X;,sont linéaires et homogènes 
par rapport aux k quantités : 

or, le déterminant des coefficients de ces équations est différent 
de zéro, d'après ce que nous avons vu précédemment; par 
conséquent, le système des équations (5) ne peut exister que si 
l'on a séparément : 

pour t=3l, 2, ... k. 

Le système des équations (6) nous donne alors : 

pour r = i,% ... k. 
Il résulte de là que les solutions complètes : 



(7) 



(8) 



7< = [î.]' 

Pi = [PJ. 



(2) 



des équations (1) doivent satisfaire identiquement aux ik équa- 
tions : 

J(V) 

^' } (9) 



(117) 

En effet, les expressions (7) et (8) doivent être des identités, 
c'est-à-dire que, par la substitution dans les équations (9) des 
solutions complètes (2), ces équations (9) doivent devenir les 
identités (7) et (8). 

Les équations (9) ne sont pas elles-mêmes des identités : 
en effet, puisque (V) est une fonction de ^, /oi 9i« *•• 9a>Pii — pU 
il en résulte que les premiers membres des équations (9) ne 
renferment ni les jo^, ni les çf , et comme les seconds membres 
ne renferment que les pt et les q% il s'ensuit que les équations (9) 
ne sont pas des identités; elles ne le deviennent que par la sub- 
stitution des Pi et des g^ tirées des équations (2). 

Ces équations (9) sont donc équivalentes aux équations (2), 
et, par conséquent, ce sont des intégrales des équations (1). 
D'ailleurs, le nombre de ces équations est 2/;, et elles renfer- 
ment 2A constantes arbitraires Qi, ... 9^ p!, ... pi; enfin, aucune 
de ces équations (9) ne peut être une conséquence des autres; 
car, dans chacune d'elles, il entre une quantité pt ou 9? qui ne 
se trouve pas dans les autres. 

11 s'ensuit donc que les équations (9) forment un système 
d'intégrales complètes des équations (1). 

Cherchons maintenant l'équation différentielle partielle à 
laquelle satisfait la fonction (Y). 

A cet effet, de même que tantôt nous avons trouvé ^ et ^ 
de deux manières différentes , nous allons former ^ de deux 
manières différentes. 

De l'équation (4') on tire : 






d'autre part, si l'on substitue dans (Y) à la place de gi, ... 9*, 
leurs valeurs (5), cette fonction devient Y. Par conséquent, nous 
aurons, en vertu du théorème des fonctions de fonctions : 






p(Y)i ^ ^ p(Yn 490 
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ou bien, à cause de la première équation (9) el de la première 
équation (1) : 

En comparant les deux valeurs de ^, on obtient Tidentité : 



[?-]-«. 



(10) 



c'est-à-dire que, par la substitution dans l'équation : 

D(V) 



des solutions complètes : 



-4-H=:0, (11) 



9i = [?J» , ,5. 

p* = M, \ ^ ^ 

cette équation (11) doit devenir l'identité (10). 

On conclut de là que les solutions complètes (2) des équa- 
tions (1) doivent satisfaire identiquement à l'équation (11). Or, 
les solutions complètes (2) des équations (1) sont équivalentes 
auK équations (9). 

Donc, si (Y) est connue, les équations (9) satisferont à 

l'équation : 

MV) 

Il s'ensuit que, si, dans cette dernière équation, on remplace 
les Pi par j—, en vertu de la première des équations (9), on 
aura l'équation différentielle partielle suivante : 

à laquelle doit satisfaire la fonction (V). 

Or, si, à cette fonction (V) qui satisfait à (12), on ajoute une 
constante additive, on aura une solution complète de cette 
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équation (12). En effet, cette solution renferme k constantes 
arbitraires pU •*• pi, et ces constantes ne peuvent pas être éli- 
minées entre les quotients différentiels partiels ^, ... j^, car 
alors une des k premières équations (9) serait une conséquence 
des autres, ce qui est impossible. Mous aurons donc le théorème 
suivant qui est dû à M. Mayer f) : 



I 



Théorème. — Étant donnée l'équation différentielle partielle : 

DV . / DV DV\ 

— H- H e, ^1, ..//*,—. ...— =0, (A) 

on remplace dans la fonction H, les ~- par p^, et Von forme les 
âk équations différentielles ordinaires : 

dt lipi dt Dg. ^ ' 

On intègre ce système, et l'on exprime les 2k constantes d'inté^ 
gration en fonction des valeurs initiales p?, qj des p^, q,. pour 
t s=a to. On substitue ces solutions dans l'expression : 

^ DH 

^ Dp, 

ei l'on détermine l'intégrale : 



«0 

«vO 



"en fonction de t, to, q?, p?. 

Cela posé, si de la fonction V on élimine les q? au moyen des 

valeurs des q, tirées des intégrales des équations (B), la fonction 

résultante (V) sera une fonction de t, q^, ... q^, p^, ... p^. 

La fonction : 

V =r (V) -*- const,, 

(*) Mathemaiisehe Annàten, t. III. 
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sera une solution complète de Véquation différentielle par- 
tielle (Â), et les 2k équations : 

D(V) D(V) 

««ron^ les intégrales complètes du système (B) (*). 



XII. 
Théorème de M. Liouville. 

Nous allons d*abord démontrer un théorème de 
M. Donkin (**) dont on fait un fréquent usage dans les théories 
de rintégration des équations canoniques, et de l'intégration 
des équations différentielles partielles du premier ordre. 

Ce théorème exige remploi de notations nouvelles intro- 
duites par Poisson, et par M. Donkin, et que nous devons faire 
connaître. 

Si Ton suppose que « et (3 sont des fonctions des quantités 
Pu l\i • Pny<lii 9«i — 9i7 on doit à Poisson la notation sui- 
vante ("*) : 

M. Donkin ('^), de son côté, a introduit une notation symbo- 
lique pour représenter la quantité entre parenthèses. 
Il pose : 

%»pO ^i'^Pi ^Pi^i' 

(*) On peut encore consulter sur cette question une Note de M. Bertrand, 
insérée dans les Comptes rendus du 20 mars 1876, p. 641. 

(**) Philosophical Transactions, 1851, p. 83. 

{***) Mémoire sur la variation des constantes arbitraires (Journal de l^École 
POLYTECHNIQUE, i^^ Cahier, p. 281). 

(") Philosophical Transactions, 1854, p. 72. 
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et Ton a ainsi : 

Si K?o Pi) 

90. Cela posé, supposons que l'on ait n équations : 

«i = ?i(?i, ?i» ...» 9„» Pif Pï» —j pO» 



«««^«(Vi, ?ï, M ?„, Pi, Pï, ..., pji 

dans lesquelles Oi, a,, ... a. sont des constantes arbitraires, les 
fonctions des seconds membres pouvant renfermer des quantités 
quelconques autres que les a,. 

Ces équations pourront servir à déterminer p,, p,, ... p», en 
fonction de ^i, 9,, ... 9., et des constantes, et nous nous pro- 
posons de démontrer que la condition d'inlégrabililé de VexpreS" 

sion : 

p^dq^ '\- ptdq^ -+-... + p„dq„ , 

c'est-à-dire : 

^Pi __ ¥* 

n'est autre que : 

(a„o») = 0, ou (ç,,,ç>*) = 0. 

En e£ret, si dans l'expression : 

afi = ffjL{qiy qu "5 9»» P«> P«» •••» P/»)> 

on remplace pi, p,, ... p. par leurs valeurs en fonction de 
9ii 9si ••• 9», ttii a,, ... a«, on aura une identité; par suite, en 
différentiant par rapport à 9,, il vient : 

de même, 

Dttv îkiv 5pi ^ ^ 

D7, ;)p, ;)qr, sp„ oç, 
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Multipliant la première par |^, la seconde par |~^, et retran- 
chant, on trouve : 

ou bien, d'après la notation de M. Donkin, 

^(g/t> Qy) __ vT ^ ^(g/mt fly) ^ 
î)(7o P<) ê* î^?*- HPi, Pk} 

Faisons la somme des expressions analogues que l'on obtien- 
drait en donnant à t les valeurs 1, 2, ... n; le coefficient de ^ 
étant le même que celui de ^, pris en signe contraire, nous 
aurons : 

(a^, ay)=2 Zl£-,T vT"— r* (^^ 

iS *si \î)7< 3g*/ î)(Pi , Pk) 

De cette formule on conclut déjà que la condition nécessaire 
pour avoir : 

^i ^qk ' 

pour toutes les valeurs de i et k égales à 1, 2, ... n, c'est que 
les !!^ équations : 

soient vérifiées pour les mêmes valeurs de p et v. 

Pour démontrer que cette condition est suffisante, multiplions 
les deux membres de l'équation (1) par 377^^) et faisons la 
somme pour toutes les valeurs de p et v égales à 1, 2, ... n. 
Il viendra : 

^ ^' y" ^(Po PJ I* *v (^Pi ^Pk\ ^{af.y gy) ^ ^^ ^ 

yS <il î>(a/t, «y) â si \îi?* î)?|/ HPiy Pk) 

Le coefficient de ^ — ^ est évidemment : 

/î^i v'â \^^fi <ïay <^«/* «^«v/ \<^Pi ^Pk 3p» ^Pf/ 
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Il est facile de simplifier ce eoeflScient. En effet, puisque p^ 
et p, soDt des fonctious de o^, a,, ,.. a«, on a : 



iip^ :iPr DOf :ipr DOs 


• H- 


t^Pi DOi ^Pi (idi T^Pi 


^«« ^p< 


T^Pr ^Pr ^ai ;ipr ^a^ ^Pr Da„ 

-f- J- ... -4- 


^Pk Dai Dpft Da, ^p^ 


î^On î^P» 


^Ps ^P, *^»i î^P* <^o« 
Dpf Dtti Dpj- DOs Dp,- 


^ ^Ps î^a„ 

î>«n î>P< 


Dp, ^p^ Doi Dp, Dat Dp, :ia„ 
— ^ — 1 — ^ ••• 4 


:^Pt Doi ^ipk da^ ^pt 


Da„ ^pk 



La somme double (3) est une somme de produits de deux 
déterminants. En appliquant les règles de la multiplication et 
de l'addition des déterminants, on trouve que cette somme 
double se réduit au déterminant suivant : 



?Pr 


^Pr 


^Pi 


^Pk 


^P. 


^Ps 


^Pi 


^Pk 



dpr :ip, ^Pr ^p, HPr, P,) 

^■«^^ '^^^■^ m^ma^ a»^^^ bmw^m £^^S ^^i^^^"^«^"^M^»* < 

^Pi ^Pk ^Pk ^Pi ^{Pi , Pk) 



L'équation (2) se réduit donc à la suivante : 



'V'^^ ,^(Pr,pJ 



î5(a/x, ««) à S \3?* ^9»^ ^{Pif PU 



Mais, on voit facilement que, si Ton développe le second terme, 
il n'y a que le coefficient de ^ — ^ qui ne soit pas nul, et il 
se réduit à l'unité. En effel, le coefficient de ^-r-^ s'obtient 

' Dç* oqr 

en faisant t = r, A: =» $, ce qui nous donne pour ce coefficient : 



puisque : 



HPr^ p.) ^ ^ ^ _ ^ ^ 
^(Pr>P*) ^Pr^P. ^Ps^Pr 



i, 



3p, 3p. Dp, 3p, 



J 
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Il est évident que si i et k sont différents de r et s, par 
exemple t ^=mr\ k = s\ le coeiBcient de : 

sera nul. 
Nous aurons donc : 

5 

fltssl 

ou bien, en remplaçant les lettres r et « par t et fc : 






/â Si î)(a/*. «•) î^Ç* ^qt 

II résulte de cette dernière formule que si l'on a : 

(a^, a„) = 0, 

pour toutes les valeurs de p et v égales à 1, 2, ... n\ on aura : 

pour toutes les valeurs de t et k égales à I, 2, ... n. 
9t. On en conclut le théorème suivant : 

Théorème. — Si les °^°^^^ équations : 

(a/t, «•) = 0, 

sont vérifiées identiquement, les valeurs de p^ Pu ••• Pn* ^^ 
fonction de qi, qs, ... qn» déduites des n équations : 

satisfont à la condition : 



( ^25 ) 

en d'autres termes, ce sont les quotients différentiels d'une 
fonction de qi, q,, ... q„, et l'expression : 

Pidqt -¥• ptdqt -♦-••• 4- p^dq^^ 

est une différentielle exacte. 

91. Ce théorème étant démontré, revenons au problème de 
l'intégration des équations canoniques : 



dqi 


3H 


dt 


Jp, 


dpi 
dt 


3H 



w 



H étant une fonction de Çi, g,, ... g», Pi, Ps, — p», ne renfer- 
mant pas explicitement t. 

Nous avons vu (n® 19) que Yintégrale des forces vives : 

est une intégrale de ces équations. 

98. Ceci rappelé, démontrons le théorème suivant : 

Théorème de M. Liouville. — Si, par un moyen quelconque, 
on parvient à trouver n — 1 autres intégrales des équations (4), 
savoir : 

et si les premiers membres de ces équations sont des fonctions 
de qif qs, ••• q») Pn Psf ••• Pa» ^^ contenant pas explicitement le 
temps, et satisfaisant à la condition : 

{?i9 ?*) = 0, 

pour toutes les valeurs dei etk égales à 1, 2, ••• n, /e problème 
sera résolu. 

Il suffira de résoudre les n équations : 

H = A, fi=»Oi, fi'=^at, ... y,-i«=»«hi-i, (6) 



(«6) 

par rapport à p, , p,, — P01 ^^ de subsHiiur ces valeurs dans 
^expression : 

dV ^Pidqi -4- p,rf9» -♦-..-♦- fjq^ — (H)(i^ (6) 

laquelle est alors une différentielle exacte. On intégrera cette 
expression, et Von obtiendra les n autres intégrales du problème 
en égalant à des constantes les dérivées de la fonction \\ prises 
par rapport aux n premières constantes. 

II est d'abord facile de voir que l'expression : 

Pidq^ -*- ptdqt ^ h pjq^ — (H)d«, 

est une différentielle exacte, lorsque l'on substitue à pi, pt, ... p«», 
leurs valeurs tirées des équations (S) ; en d'autres termes , que 
les conditions : 

Dp, Dpt Dp, ^ 3(H) 
Dgf* D7,. D« Dy. 

sont vérifiées, (H) désignant le résultat de la substitution de 

Pu Ps9 ••• Pn dans H. 
Nous avons vu (n*" 91) que la condition : 

(ft> f*) = 0, 

équivaut à la condition d'intégrabilité : 

Dp, ^pt 
Dç* Dqr, 

Il nous reste donc à démontrer que l'on a aussi : 

Df Df, 

Or, les quantités Pi, p,, ... p«. ayant été déterminées en fonc- 
tion de 9i, 9,, ... q^ et des constantes, au moyen des équations (5), 
le premier membre de l'équation H = A, qui est l'une de ces 
équations (5), devient, par la substitution de ces valeurs, iden- 
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tiquement égal à la constante A; par conséquent, on a iden- 
tiquement : 

(H) = A, 

et, par suite, 

D'autre part, p, ne renfermant pas explicitement le temps, 
on a identiquement : 

^' = 0, 

et la seconde condition d'intégrabilité : 

est satisfaite. 

En intégrant l'expression (6), on a : 

V' = V-M (7) 

Y désignant l'intégrale de l'expression : 

Cela posé, les n autres intégrales du problème sont données 
par les équations : 



Dai 


*~" 


dai 


= a,, 




DV 




DV 












= aj, 




dO) 




dO] 


• / 




• • 


• 


• 


• 


• 


3«»- 


1 


î)a- 


-1 


-19 


i\' 




DV 






ih 


"■ 


DÂ' 


— <=: 


«»5 



(8) 



0e„ a,, ...a. étant des constantes arbitraires. 

Il suffit pour s'en assurer de démontrer que les dérivées 
totales par rapport à / de ces équations se réduisent identique- 
ment à zéro en vertu des équations (4). 
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Or, eo désignant par t un quelconque des nombres 1 ,2, ..n— 1 , 

nous aurons : 

^ DV î)V DV 

d. — D — D — 



di d^i di dqf„ c(e 

D — D 



Da^ dt dà; c^^ 

;)H Opi DH Dp„ D(H) 

dpi dai 2ip„ dflj da, 

Mais, comme (H) est identiquement égal à A, il en résulte que 
Ton a : 

d.'l 

dt 

Si maintenant nous prenons la dérivée totale par rapport à / 
de la dernière des équations (8) : 

DV DV 

nous verrons que cette dérivée est aussi identiquement nulle, 
en vertu des équations (4). En effet, on a : 



, DV ^pV 1 



= — 1 -♦- 



DV DV 

dA rf/yi D/i dq„ 



• • • 



dt dt Dfi dt Df„ (if 

DV DV 

D — D 

D(jr, dqi Dqf„ rfç, 



dA dt dA (if 

JH Dp. 5H 3p, 

= — 1 H ;- -♦-•••H r- 

Dpi DA Dp„ DA 

= — i +-5^ = 0. 

dA 
La seconde partie du théorème est donc démontrée. 
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941. Remarque L — Il n'est même pas nécessaire de déter- 
miner la fonction V, donnée par Téquation : 

V = Y (pirfçi ^ ptdqi H H pjq^). (9) 

En effet, si l'on prend la dérivée par rapport à a^ de Téqua- 
; tien : 

I ^' ^ ^* 

il vient : 



ou bien : 



^qk 


1 







^qk ^i 



m 



Par suite I on pourra remplacer les n équations (8) par les 
suivantes dont les premiers membres sont, en vertu de (10), des 
différentielles exactes : 

95. Remarque IL — Il est facile d'obtenir l'équation aux 
dérivées partielles à laquelle doit satisfaire la fonction Y', définie 
par l'équation : 

rfV = Pidqx -^ Pfdqt -* H Pn^qn "~ W^^ 

9 
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OU la fonction V déûnie par l'équation : 

dV = pjrfçj -♦- p^q^ -^ ... -♦- Pndq„. 

En effet, les valeurs de Pi , Pt, ... p», déduites des équations (5), 
sont celles qui vérifient identiquement les équations : 

3V' DV dV DV 

— =Pn — = P«» - Zr = Pn9 -77 = ""**^ 
Dg^i Dç, D9„ D« 

par conséquent, la fonction V doit réduire à une identité l'équa- 
tion aux dérivées partielles du preniier ordre : 

DV / DV DV DV\ 

— -+-H 9,, 7„ ... ç., —, --, ... -—1=0; 

Df \ DÇ, Dgf, Dqr^/ 

ou bien, la fonction Y doit vérifier l'équation aux dérivées par- 
tielles du premier ordre : 

90. Application. — Comme application du théorème de 
M. Liouvîlle, reprenons le problème du mouvement d'un point 
malériel attiré vers un centre fixe en raison inverse du carré 
de la distance. 

Les équations du mouvement sont : 

L'intégrale des forces vives est : 

2^ ^ ^ r 

On a donc : 

DH ^ DH fix 

Dx' ^ ' Dx ~ 7* * 

DH_ DH,^f^ 

Dy ^' Dy i-'* 
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Par suite, les équations du mouvement peuvent être mises 
sous la forme canonique : 



dx oH 


rfx' m 


dt Ox' 


dt Ox 


dy OH 

dt Oi/' 


dy' DH 
dt Oy 



Ces équations renferment quatre fonctions inconnues oc, y, 
x\ 2/' de la variable /. Nous devons donc chercher, outre Tinlé- 
grale des forces vives, une autre intégrale ne renfermant pas 
explicitement le temps. 

Or, cette intégrale est fournie par le principe des aires, qui 
nous donne Téqualion : 

f =a:y' — yx' = a. 

On vérifie facilement que la condition : 

(H, f) = 
est satisfaite; en effet, on a : 

DH D4> dH Dp dH do» DH d9 

(H,p)=: . -i ■ 

Dx Dx' Dx' Dx Dy Dy Dy' Dy 
pix uv 

= - 7 • y - ^'.v' + 'Jj • ^ -^ y'^' = 0. 

De ces deux intégrales H et 9, nous pouvons tirer les valeurs 
de x' et y/ qui rendent l'expression x'dx-hy'dy une différen- 
tielle exacte. Nous aurons : 



X 



r= 



«y dz X y/â [a + '^j r* — a» 


r' 


• 
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par suite, on a : 



' xdy — ydx ^ xdx -^ ydy >/^ / p' 



rfV = a. -^ /^ d: r^-^V 2(A-*.Hr*~a', 



d*où, en intégrant, 

V===aarctg?d= yT-y âfA-^^Jr' — a*. 

Les deux autres intégrales du problème sont : 
dV y f^ fndr , 

— = arctg-q= / ■ g= ^, 



y P 

arctg-=p / 

^ J 



y/a (a H- ^) r' - a' 



y 



DV y» rdr 



v^ ('■ - ^: 



r' — a^ 



A et 9 étant deux nouvelles constantes. 

Ce sont les intégrales que nous avons trouvées précédemment 
(n*" e») : la première est l'équation de la trajectoire, la seconde 
donne la relation entre le rayon vecteur et le temps. 



XIII. 

Mouvement de rotation d*un corps solide autofêr 

d'un point fixe. 

99. Soient l'origine des coordonnées au point fixe, £, >?, ç 
trois axes fixes rectangulaires, x, j/, z les axes principaux du 
corps pour le point fixe. A, B, C les moments d'inertie princi- 
paux, p, g, r les vitesses angulaires autour des axes principaux. 

Soient f l'angle que fait l'axe Oi avec l'intersection OA des 
plans xy et {>?, ^ l'angle de cette intersection OA avec l'axe Ox, 
6 l'angle des deux plans (fig. 3). 
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Nous aurons pour la somme des forces vives : 

Or, la vitesse angulaire de la rotation peut être considérée 

comme la résultante de trois 
f rotations p.q^r autour des 

axes X, 2^, z, ou comme la 
résultante de trois rotations 
dont les vitesses angulaires 
sont : 

dd 

-7- autour de OA , 

dt 




df 

7i 



autour de 02;, 



Fig. 3. 

et Ton a les formules suivantes : 



dé 

— ^ autour de Oz. 

dt 



en posant : 



p = cos if,B' + sîn ^ sin B,f\ 
q= — sini^.6'-*- cos ^ sin d.f', 
r = tf' + cos 6 . ?' , 



^ dï '^ dt^ '^ di 



(1) 



En remplaçant p, g, r par ces valeurs (1) dans Texpression 
de Tf nous aurons T en fonction des variables 7, ^, 9 et de leurs 
dérivées cp', r^f\ 6'. 

Si nous posons maintenant d'après Poisson (*) (n^ 10) : 






__ DT _^ DT 



(*) Mémoire sur la variation des constantes arbitraires (Journal db l'Ecolb 
POLYTECHNIQUE, iS* Cahier). 
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nous aurons, puisque ^' n'entre pas dans p elq : 

DT DT Dr 

de même, 9' entrant dans p, 9, r, il vient : 



u == 



DT dT Dp OT Dg DT Dr 

— ---3 L-H i..| . 

D^' Dp Df ' Dqf Df' Dr Dy' 
= Ap sin sin ^ + Bq sin d ces <!/ + Cr ces , 

et, comme 9' n'entre pas dans r, on a : 

dT dT Dp dT do . „ . 

r e=3 — - =3 + ^ =: Ap ces 4> — Bg 8in ^ . 

De' Dp De' Dg De '' ^ ^ t 

On a donc les équations : 



Cr = «, 
Ap sin ^ + Bqr cos ^ 



u — s cos e 



sin e 



Ap cos ^ — Bg sin <p sss v. 



On en tire : 



Ap = 

B7 = 
Cr = 



sin ip 

(u — s cos e) H V cos 0, 

sine 

. cos 'p 

(u — s cos B) V sin é , 

sm ê 



Par suite, 



2T 



-f- - \(u — 



. sin 1^ 

s cos e) 

sin e 

cos </« 

s cos &) 

sin e 



-+- r cos <f^ 
— V sin f I 



1 
C 



-s'. 



(2) 



(5) 
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Si nous remplaçons dans le second membre de celle équation 
« * t# , t? par -gl , ^ , 3I , et si nous désignons par U la fonclion 
de force, et par h la constante des forces vives, le problème 
sera ramené à Tintégralion de l'équation aux dérivées partielles 
du premier ordre (n® 5S) : 

1 TAnV dV \sin^ dV 1^ 

cos e -: H — cos ^ 

A \\bf ^ I sm ô o« J 

\ r/DV DV \cos^ DV . 1« ( 

H- cos ô -: sin </; ) (4) 

B [ bî» ^ I sm ô DO J I 

-5©'— '■>. 

Les équations différentielles du problème sont alors, en posant 
H=T — U: 



d^ dH 

— = — f 

dt Ds 


dt 


DH 

Dw' 


dB DH 

dt Du 


ds DH 


du 


DH 


rfu DH 


dt D^ 


dt 


Df 


dt Dô 



98. La solution du problème se simplifie lorsque la fonclion 
de force U est nulle, c'est-à-dire lorsque le corpsy soumis à une 
impulsion momentanée^ est abondonné à lui-même. 

En effet, si l'on désigne (Qg. 5) par a, 6, c les cosinus des 
angles que l'axe des x fait avec les axes i, >7, S, a\ b\ c' les 
cosinus relatifs à l'axe des 1/, et a!\ 6", c" les cosinus relatifs 
à l'axe des z, nous aurons, pour les équations de la conservation 
des aires : 

Ap.a -♦- Bg'.a' -4- Cr.a" = a, ] 

Ap.6 + Bqf.6' -*-Cr.6"=.p, ( (5) 

kp,c -f- Bç c' -*- Cr.c" = r^ ) 

Ap, B9, Cr étant les sommes des moments des quantités de 
mouvement relatives aux axes principaux ar, y, z, c'est-à-dire 
les aires décrites dans chacun des trois plans coordonnés Ox^y^ z. 
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Or, les formules d'Euler nous donnent : 

a e=s ces f ces ^ — sin f sin ^ cos ô, 
6 6=3 sin f cos ^ H- cos f sin ^ cos 6, 
c ss sin i{> sin 9, 

a' = — cos f) sin <!/ — sin f cos t|/ cos 4, 
6' = -* sin f sin tf» -t- cos f cos «^ cos 0, 
c' ï=cos<|/ sin a, 
a''s=sin y sin ô, 
6"= — cos f sin 9, 



c^Bscose. 



Les équations (5) prendront la forme suivante : 

sin î» , 
vcos f — -; — (m cos — 5) = a, 
sin 6 

cosf \ (6) 

vsinf-t--: — (ucose — «) = 3, 
sine ^ ^ 

En faisant la somme des carrés, et posant : 
on a : 

(tlCOSO — «)' 

r' -+- m' H = k\ 

s'irr ô 

Cette équation, étant une combinaison des équations (6), peut 
remplacer l'une de ces équations : elle sera une des intégrales 
du problème. D*ailleurs, Tintégrale des forces vives H = A est 
aussi une intégrale du problème. 
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Nous pourrons donc prendre pour intégrales du problème 
les trois équations : 

(m cos b — sf 



V' -h U* 



sin'4 



= *', 



1 i sin ^ j * 

A / sin B ) 

-i- - < — VSlt\4f -^ lu — .S COS 6) > 

B I sin e ) 



(7) 



Il est facile de voir que ces trois intégrales satisfont aux 

conditions : 

(r,Aj-=0, (A,A) = 0, (*,r) = 0. 

Nous pourrons donc appliquer le théorème de M. Liouville 
(n"^ 93). Les équations (7) serviront à déterminer u, v, s en 
fonction de 6, (p, i{; ; nous pourrons alors déterminer la fonction Y 
par une simple intégration, et nous aurons : 

V =3 A«cît|; -♦- udf -^ vde). 

Ç) Il est d^ailleurs évident (n» 11) que réquation : 



u r= consLy 



est une intégrale du problème. 



£n effet, si Ton exprimait T en fonction de 39, ^, 9, ^\ ^', 9\ au moyen 
des formules (1), T ne renfermerait pas la variable f , mais elle renferme- 
rait sa dérivée f\ D'ailleurs, la fonction de force U étant nulle, elle ne 
contient pas la variable 7. Par conséquent, Téquation : 






--- 8 consL, 



on bien : 



u = consLy 



est une intégrale du problème. 
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1 

Les trois autres intégrales du problème seront données par 
les équations : 



DÂ 


==« — 


'o, 


DV 


= «1, 






= «,, 





/o« <xi9 cc± étant des constantes arbitraires. 
Nous aurons donc les trois intégrales : 



/»/D.s . Dm Dv , \ 

t/ \Dy Dr Dy / 

/*/Ds , Dm , Du , \ 

Les équations (7) ne peuvent, en général, être résolues par 
rapport à u^ i?, s. Car, Tétimination de 5 et de u conduit à une 
équation du quatrième degré en v. 

Mais, si l'on suppose B = A, la difficulté disparaît, et les 
équations (7) nous donnent : 

C — A^ ' } (8) 

1 i 

V = -: — (fc* — m' — 5* -♦- 2m« ces 6 — fc* cos'e)*. 
sm 6 ^ ^ 

9fi. La théorie précédente est applicable au mouvement de 
rotation de la terre autour de son centre de gravité. En effet, 
on sait qu*un corps solide libre dans Tespace tourne autour de 
son centre de gravité comme si ce point était fixe. Alors A, B, C 
seront les moments d'inertie principaux de la terre. 
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Soil OZ Taxe polaire dirigé vers le pôle nord, la rotation 
s*effectnaDl des x vers les y. Le plan ^y^ est ]*écliptique fixe, 
Taxe des | l'origine des longitudes, 6 l'obliquité, 9 la longitude 
de l'équinoxe du printemps (point vernal), ^ l'ascension droite 
de l'axe des x. 

Soient i l'inclinaison du plan invariable (plan du maximum 



ïiciipù^^''^ 




Fig. 4. 

des aires) sur récliplique fixe, j l'inclinaison de Téquateur sur 
le plan invariable , que l'on appelle aussi plan principal (fig. 4). 

Dans le cas de la terre, A ne diffère presque pas de B, 6 ne 
diffère guère de t, et j est toujours très petit. Nous supposerons 
que G est le plus grand moment d'inertie. 

Il est évident, à cause de : 

fe^ = a' -♦- p* -4- y*, 

que k est la somme des aires sur le plan invariable. 
En outre, dans l'équation : 

y est la somme des aires sur le plan des Ç)?, c'est-à-dire sur le 

plan de l'écliptique. 

Enfin, la formule : 

s = Cr, 

nous donne la somme des aires sur le plan des xy, c'est-à-dire 
sur l'équateur. 



( 140 ) 

On a donc, en vertu des théorèmes sur les projections : 

y ss»k C08 », 

et l'on pourra remplacer y ei s par ces valeurs dans les équa* 
tions (8), t et ; étant supposés constants. 
On a ainsi les équations suivantes : 

u = 7' = * ces t , 



s = le cos^, 

k i 

i; = -- — (1 — cos'i — cos'j -4- 2 ces % cosj ces é — cos^ôV, 
sin ^ "^ . ^ 

dans lesquelles les constantes seront A:, cos î et cosy. 

Nous aurons alors : 



V =s Ar (^ COSJ -H f cos t) -^fvde 

Qrfd 

sind 
en posant : 



1./. x f /"Q' 

k['p cos î -♦- f cos t) -*- K / — 

t/ sii 



Q =s (i — cos't — cos'j -4- 2 cos » COSJ cos — COS*0)*. 

so. Lorsque nous aurons déterminé l'intégrale^^, nous 
pourrons trouver les trois dernières intégrales du problème. 

On peut prendre pour éléments normaux^ c*est-à-dire pour 
les trois constantes arbitraires : 

h, COS e et cosj. 

On appelle éléments normaux les quantités y, h, k qui satis- 
font aux conditions : 

{r,A) = o, (A,fc)==o. (r, A) = 0; 

toute combinaison de ces trois éléments forme aussi des élé- 
ments normaux. 
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Il esl facile de s'assurer que k est une fonction des élémenlis A, 
cos t et cosy : en effet, Téquation : 



s* = (A« — 2AA) = A* ces' j, 

C —• A 

nous donne : 

2ACA 

~ C — (C — A) cosV * ^^^ 

Lorsque la fonction Y sera connue, les intégrales du problème 
seront données par les équations : 

DV DV DV 

— -^f — Zo, :;^ .==«> ; .= py 

m D.cosi d.cosj 

ce, (3, (q étant de nouvelles constantes que Ton appelle les éléments 
conjugués respectivement à cos i, cos j et h. 

st. Cherchons maintenant l*intégraley*|^ qui entre dans V. 
On a : v 

Qds /*sin ôd$ 1 — cos' i — - cosV -♦- 2 cos t cos^ cos 6 — ces' S 



/ sin e J 



Q sin* e 

ou bien : 






sin Mm i (cosj — cos t)' 1 (cosj -+- cos t)' 
Q ( 2 i — cos fl 2 i -♦- cos 6 

Nous aurons donc à calculer les trois intégrales suivantes : 

/* sin 5rf6 

i" / 

J \/\ — cos*» — cos*j -+- 2 cos i cosy cos ô — cos* ô 

En posant cos 6 = ti, cette intégrale se ramène à la suivante : 



/ 



— du u — cos I cos J 
ss arc cos — 



• • 



k^sin* i sin*y — (u — cos i cos j)* ^'" • ®'"J 

cose — cos t cos y 



arc cos 



sm % sinj 



( H2) 






sin 6dé 



(i — cos ô) \/i — cos* % — cos*j -♦- 2 cos t cosj cos 6 — cos* & 

En posant 1 — cos 6 = 2, celte intégrale se ramène à la sui- 
vante : 

dz 




(cosj — COSl)* 



ou bien, en posant ^ = v : 



— M (i — cos t cosj) > 



fv 



— dv 



-4-H 



( 



1 ~ cos t COSJ \' 



i — cos t COSJ*)' 



COSJ — COS 



•^] - i>(co8J— cosf) : :- 

i I { COSJ — cos t ) 



ou bien encore, en posant : 



^ il — cos » COSJ % //i — cos t cosj\« 
t?(cosj — COSf) : :-=«%/ I : :- — 

cos J — cos I ▼ \ COSJ — COS l I 



», 



il vient : 



/ 



— rf( 



(cosj — COS t) V\ — t' 



\ 



arc COS 



V (cosj — COS t)' — 1-4- COSt COSJ* 



COSJ — COS t \/[\~ COS t cosj)*— (COSJ — COS t*)« 

(cosj — COSt)' 



\ 



\ — cos d 



1 -4- cos •* cosj 



COSJ — cos t 



arc cos 



• • • 



sin t sm j 



/, 



sin èdo 



(i -♦- cos 0)K 1 — pos* t — cos' j -♦- 2 cos t* cosj cos 6 — cos' fl 

En opérant de la même manière que pour la précédente, on 
trouve que cette intégrale se réduit à : 



\ 



(cosj -4- cos •)' 
\ -4- COS d 



— i — COS t cosj 



COSJ -t- cos t 



arc cos 



sm t sm J 
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On a donc : 



J sine 



Qrftf cos 6 — cos • cos I 

a= arc cos 

sine sintsiny 

(cosj— cosi)' 



1-4-costcosy 



1 , . ., 1— cos^ , 
— - (cosj— cos t)arccos . . . . ) (iO) 

2 sin I sin; ' ^ ' 

(cosj+cost)* . 

— i - cos t cos j 

i , . . l-t-cosô 

H — (cos i-f- cos t) arc cos : — t-, — : hK, 

2 sintsin^ 

K élant une fonction arbitraire de h^ t, ;. 

%%. On peut simplifier cette expression de l'intégrale par la 

considération du (ri^ngle sphérique abc. En effet, en désignant 

par B, I, J les trois côtés opposés aux angles ti — 6, t, j, nous 

aurons : 

cos % — cos J cos d 



cos I 



cos J 



sin J sin 
cosy — cos t cos ô ,^ ^^) 



sin t sin 6 
cos = cos t cos/ — sin » sin j cos 0, 



On tire de cette dernière : 

cos 6 — cos t cos J 
sin t sin; 



= — cos 0. 



D'autre part, on a dans un triangle sphérique, en désignant 
par a, ^, y les angles, et par a, 6, c les côtés opposés : 

(cos a -4- COe ô)' 

1 — cos a cos 8 

, , . 1 — cos r 
cos (a -4- 6) = 



sin a sin p 

(cos a — cos ô)' 
— i -^ -»- i — cos a cos ^ 

1 -i-cosr 

cos (a — 6 = : r-T 

sin a sin ^ 
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Pour appliquer ces formules au triangle abc, on doit poser : 



par suite, 
On a alors : 



a=: J, 6 = 1, c = e; 

COS y sss — COS 0, 



:\t 



(ces J — COS t) 

1 — cosô 



— i ^ COS t COS J 



• • 



sin t sinj 

(cOSy -4- COS t)* 



— cos(l — J), 



i -♦- COS 6 



— i — COS t COS y 



sin t sinj 



cos(I -I- J). 



Par conséquent, 



sin d 



=55 arc COS ( — cos 0) 



(cosj — COS t) arc cos ( — cos (I — J)^ 

-i — (cosjf -t- cos t) arc cos f cos (ï -♦- J)^ h- K 



i 



= TT — — - (cos J — cos t) j T — (I — J) j 



(12) 



-+- -(cos; -4- cos t) (I -*- J; ^ K. 

ss. Dans la suite des calculs que nous venons de faire, nous 
avons conservé au radical le signe +. En réalité, nous aurions 
dû prendre le signe =b. Il nous reste à examiner maintenant 
quel est celui des deux signes que nous devons adopter. 

Mais, avant de faire cette discussion, nous devons observer 
que Ton peut encore donner aux expressions de ti, t;, s que nous 
avons trouvées précédemment (n* 99), savoir : 

u = Ap sin 8 sin ^ -H Bq sin 6 cos ^ -4- Cr cos 9, 

V s=sApcoS'i> — fif sîri (f' , 

s=Cr, 
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une forme remarquable qui nous sera utile dans quelques instants 
pour la discussion du signe de Q. 
On a, en effet, 

t; = Ap CCS ^ — Bq sin ^ \ 

= A cos ^ (ces ^.6'-»- sin ^ sin a. ^') 
-4- B sin ^ (sin ^ . e' — cos ^ sin e . f') 
= A cos' ^ . B'-\- B sin' «f» . e'-*- (A — B) sin + cos ^ sin e . f 



. i-i-cos2^ ^ 1— cos2</' A — B . ^ . , 

= Ae h B/ 1 sin 2^ sm e . / 

2 2 2 '^ 

A+B , A — B. , ^ , . « . ) 

= e' ^ ^^ — I e cos 2<(; -f- f' sin 2+ sin e } ; 

8 = Cr = C(f -f- y' cos e) ; 

tt s= A/> sin 6 sin ^ + Bq sin 6 cos <f; + Gr cos 6 
s= A sin 6 sin ^(cos ^ . e'-4- sin «f» sin 6 . ©') 
-4- B sin 8 cos «(;( — sin + 6- -f- cos ^ sin . 5>') 
-+- Ccos0(^'h- ç>'COS0) 

= Ae'sin ^ cos ^ sin e — Be' sin i> cos ^ sin -♦- A/ sin'0 sin'^ 
-+- Bf sin' cos' <(/-«- C cos 0(/-f- y' cos 0) 



(13) 



(14) 



A — B 



sin*$cos2^ .f' 



(18) 



-^sin'e., 

\ B 

sin 2+ sin . 0'-»- C cos 0{<(*'-4- f cos 0) 

Jâ 

A-4-B 

f ' sin' H- C cos 0(t^'-4- y' cos 0) 

■^ 

A — B 

— ^ — sin 0(0' sin ^^ — y' cos 2«/^ sin 0). 



Cela posé, revenons à la discussion du signe de Q. A cet 
effet, observons d'abord que, d'après l'hypolbèse que nous avons 
admise, k est une quantité positive, puisque c'est une aire. 

D'autre part, la formule (13) nous donne, en y faisant A =»B 

V = A0'. 

Par conséquent, t; a le même signe que G'. 

iO 
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Or, de la formule : 

cos = cos t cos j — sin t s'inj cos , 

où l'on suppose, comme dans la figure 4, que les angles i et/ 
sonl tous les deux aigus, il résulte évidemment que 6 est com- 
pris entre i — j et t -+-/, puisque cos est compris entre -+- 1 
et — 1. En effet, pour cos = -+- 1, on a : 

cos 6 = cos t cosj — sin i sin j = cos (t -«- j), 

et pour cos == — 1, on a : 

cos 6 = cos i cosj ■+■ sin i sin y = cos (i — j). 

Or, étant compris entre i — ; et i -+-/, il en résulte, puisque 
t et j sont aigus, que sin 6 est toujours positif. 
Par suite, dans Texpression de v : 



sin B 



le radical Q aura le même signe que v. Donc, Q aura le signe 
ou le signe — , suivant que 6' sera positif ou négatif, c'est-à-dire 
suivant que 6 croit ou décroit. 
Or, si nous reprenons la formule : 

cos 9 = cos i cosj — sin i sin j cos , 

nous en concluons que 6 décroit ou croit, suivant que est 
compris entre et tt, ou non. 

En effet, lorsque augmente de à tt : 

!• De 0=0, à = |, COS0 diminue; donc cos 6 augmente, 
et, par conséquent, 6 diminue; 

2*' De = f , ù = TT, cos est négatif, et il augmente en 
valeur numérique; donc cos 6 augmente encore, et, par suite, 
G diminue. 

Il résulte de là que, dans le cas de la figure, puisque est <7r, 
6 décroit; par suite, 9' est négatif, et, par conséquent, Q sera 
négatif. Donc, dans ce cas, le radical doit avoir le signe •— . 



( 147 ) 

Nous aurons donc alors : 

Qde cosj — cosf 



/Ode ces; — cosi , ,. ^ , 

On peut choisir la quantité arbitraire K, de manière à détruire 
la partie constante, et Ton aura : 

/Qde cosj — («est cosj-^cost 
^ — = e H 1 (J — I) (I -H J) , , , 
sine a ^ ^ a ^ '^(«6) 

= — J ces t — I ces y. 
Par conséquent, 

V = k(^ cosj -4- (f ces t) 4- k{& — J ces t — I ces j) ) 

= Arj(f — J)cost -♦- («// — I)cosj H- 0j. )\ ' 

Les intégrales du problème sont alors : 

DV DV DV 

— =« — /o, ; :=a, ;^ :=p. 

m D cos » D cps J 

84. Pour former les premiers membres de ces équations 
nous devons remarquer que I, J, e ne renferment pas A; k con- 
tient h et cos ;, et ne renferme pas cos t : 

On a donc, en vertu de l'équation : 



(9) 





,,,_ âACA 




C — (C — A) cos»; 




, Dfc AC 


d'où : 


"D/i C — (C — A)cosV' 




• D* k 




dA ^h 


D'autre part, 


; ^-^' 

D COS i 




Dfc 2ACA(C— A)cos; 



Dcos; )C-.(C — A)co8*;j» 
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d'où : 

D* 2Aa(C — A)cosj (C — A)A;»cosy 



D cosj 4A'C'A* 2ACA 

On a donc : 

_ = (y ^ J) ces t + (^ — ;i) ces; -*- ® I ^ ' 

et la première intégrale du problème est : 

k 

t — /o = 2^ |(f — J) CCS t -♦. (^ — I) ces; -f- e j . 

On a aussi, pour les deux autres intégrales : 

a = ^== kU — J) — A: ces t k ces i ; -4- k ;> 

D ces l d COS t d ces t d CCS t 

et 

P == r=^(«/' -— 1) — k cosi : — kcosj r-H h 



D COS y D COS y D COS y d cosj 

-«- j (î> — J) COS t -f- (f — I) COSJ -♦- B j :• 

Afin de transformer ces deux dernières intégrales, nous avons 
besoin de certaines formules que nous allons faire connaître. 
De la formule : 

COS a = ces 6 COS c -f- sin 6 sin c cos a, 

on tire, en considérant les côlés comme des fonctions des 
angles <x, p, y : 

— siQ a = — sm cos c cos b sm c 



D COS P D COS p D cos p 

-4- sm cos c COS a h COS b sm c cos a 



cos 6 d cos 6 

d'où : 

siu a = (sin 6 cos c — sin c cos 6 cos a) 



9 



cos p ' D cos p 

Oc 



(sin c cos b — sin 6 cos c cos a) 



d cosp 
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Or, on a : 

sin 6 cos c — sio c cos 6 cos a = sin a cos r 9 

sin c cos 6 — sin 6 cos c cos a =3 sin a cos p. 
En effet , de la formule : 

cotg c sin 6 =3 cos 6 cos a + sin a cotg r, 
on lire : 

sin a cos y . 

cds c sin =3 cos cos a sm c h : sin c; 

smr 

mais, on a : 

sin a sin c 

= sin a, 

sinr 

donc : 

cos c sin 6 = cos 6 cos a sin c + sin a cos r 9 



donc, enfin, 



Da d6 De 

=— cos r H cos p 



D cos P d cos 6 d cos ^ 

De même, 

Da d6 De ,^ . 

= cosr hcosp • (18) 



D cos r î) cos y D cos 7 

En vertu de ces formules, on a : 

De dJ di 



= cos i : •+• cosj 



D cos t D cos t D cos t 

D0 DJ DI 



= cos % r -♦- COSJ 



(49) 



D COSJ DCOSJ D cosj 

Les trois intégrales du problème sont donc : 

^ — /o = 2J^ K? — J) cos l -H (t/. — I) cosj -4- e j , 

(r A^it'cosî 

p=k(^-i)+^- -~^ )(y_j)cost+(^- I)cosj-hei, 



( «50 ) 



dont la dernière peut être mise sous la forme suivante : 
On en tire : 



J = 



a 

— > 

k 



— [t — fo)= (? — J) ces f 4- (^ — I) COSJ -f- 



(21) 



a 

7 ces t 

A; 

7 ces t ■ 



(^ — I) ces; -♦- 



p 



i 



r^^^-u 



— -l/:cosV.(«— <o)-He. 



La dernière nous donne successivement : 



e = — 



a ces i -4- 


P COS j 


it 




a COS t H- 


P COSJ 


£ 




a COS t -4- 


pcos; 


& 




a (iOS l -4- 


p cos; 



, 2A 



(t - 1.) 



'i-iJAcosV 
2ACA-i-(C— A)A'cosV 



ACifc 



k 



Les trois équations : 






(22) 



— J = 



a. 

— » 



^-1 = 



e = — 



a COS t + p COS j 



A; 



A ^ 



— 'o), 



— 'o), 



forment une solution normale du problème. 
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La dernière nous donne, en la conobinant avec la formule : 

cos = cos i cosj — sin i sinj cos B, 

[k a cos I -+- p cosj] 

cos 6 = cos i COSJ — sm % sinj cos \- (t — ^o) ^ 7 ' 

équation qui nous fait connaître 6 en fonction explicite de ^ 
et comme I et J sont donnés en fonction explicite de 6, par les 
formules : 

cos i — cosj cos B 



cos I = 



cos J 



« # « 



sinj smd 

cosj — cos i cos ô 

sin t sin B 



il s'ensuit que les trois variables 0, 9, ^ peuvent être déterminées 
en fonction explicite du temps /. 
L'équation: 



a 



exprime que le plan invariable coupe le plan de l'écliptique 
suivant une droite fixe, dont la longitude est f . En effet, on a 
(fig. 4) : 

oa^ss oy — ar == f — J. 

85. Remarque. — Il est facile de trouver les trois intégrales 
précédentes par un moyen plus simple. 

En effet, de la formule : 

, / Qrfô 
V = k(o cos t -+- ip cos j) -i-k / — — ' 
^^ ''^ J sm4 

on tire les trois intégrales du problème : 

^y k I . . rQde\ ,,^ 

- = - ^, cos ^ ^ ^ cos; -^J^^]-=t - ^^ (A) 



^y , / /"cos j cos B — COS t , \ 

.. = 4 y^- / i de =ra, 

:^ cos « \ J Q sin e I 

DV (C — A)A'cosj/ . . rQ,dB\ 

' : = ; « cos t 4- tt cos î -H / -: — 

î)cosj 2AC/1 V ^ J sin 6/ 

. / /'cos * cos 6 — cos i \ 

^kU^ I -— dB] = p. 

\ J Qsinô / 



(B) 



(C) 
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On peut facilement éliminery ^ entre (A) et (C), et il vient : 

•— irf,=|_£z^Ac«si.(»-M; (D) 



/'COS t COS 6 
Qsïne " k AC 

en éliminant 9 entre (Â) et (B), on a : 

et, en combinant cette dernière équation avec (D), on a : 



/ 



sîn Bd$ k , , a cos t -4- ô cosj 



Nous pouvons prendre les équations (B), (D) et (E) pour les 
trois intégrales du problème. 
Si maintenant nous reprenons la formule : 

ces t — cos / cos ô 

cos 1 ssa : > 

sin j sin d 

nous en tirons : 

. ^ (Il sin j sîn* ô cosj — (cos i — cosj cos é) sin j cos é 

— sinl-jr= .,..,, 

dô sm J sm' é 

cosj — cos • cos ô 

sss - — ■ ■ » 

sinjsin'^ 
d'où: 

cos t cos ô — cos j , 

^'= ..... ,: ^^' 

sin I siii J sin' B 
Or, on a : 

. . ,y- 7- — m /siii* ; sin' e — (cos i — cosj cos d)' 

sin I =s K 1 — cos* I = \/ 1 1- 

^ sin* j sin* d 

\/\ — cos* t — cos*j -«- .2 cos t cosj cos e — cos* 

sin j sin 

donc, 

sin I sin j sin 6 = — Q, 

puisque Q est négatif. 

Donc enfin, 

cos i cos — cos ; , 
— (Il = ±dô; 

Qsin0 
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de même, 

COS j COS ê — COS l . 

Q sin d 

, sin ado 
a0 = — - — • 

Q 
Les formules (B), (D), (E) deviennent alors : 

Pour déterminer les limites, nous supposerons que Ton prenne 
pour limite inférieure de 9 une valeur qui vériûe Téquation Q=0, 

c'est-à-dire : 

(ces B — COS t ces j)' — sin' t sin*j = 0; 

or, on satisfait à cette équation en posant : 

ce qui nous donne : 

1 = 0, J = 0, 0=0, 

et alors les équations précédentes deviennent : 

« T 






f- — ^j ^cosj . (t — g = ^ — I, 



k ^ a COS t -4- S COS j 

Ce sont les formules que nous avons trouvées précédemment 
par un calcul beaucoup plus long. 

Nous ferons cependant observer que la première méthode 
nous permet de déterminer la fonction Y, ce qui ne fait pas la 
méthode actuelle. 
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XIV. 



Travaux de M. Donkin. 

9e. Désignons par X une fonction de 9i, 9,, ... 9. (*), et sup- 
posons Pi, Px, ... Pn définies par les équations : 

DX DX DX 

de telle sorte que Ton ait les conditions : 






(2) 



Nous allons démontrer que, si Ton tire des équations (1) les 
valeurs de q^, 9,, ... 9., en fonction de Pi^Pt^ ... p., on aura la 
relation : 

En effet, si Ton remplace dans les seconds membres des 
équations (1), 91, 9,, ... 9», par leurs valeurs en fonction de 
Pif Pff — Pni ces équations deviennent des identités, et si l'on 
prend les dérivées par rapport à p,, il vient : 

Dp, D9, Dpi D9j ^Il^Jk, 

D9, :ipi Df/î Dp.. D9„ Dp, 



_^Pi ^qi ^Pi ^q% . . ^Pi ^q. 



. • • 



D9i dpi D9, Dp, :iq„ :ipi 



(*) Philosophical Transactions, 4854, p. 75; /?cjDor/ o/" the British Asso- 
ciation for the Advancement of Science, 1857, p. 52. 
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ou bien, en vertu des équations (2) : 



• 




• 

\ 

m 

illiplianl ces 


Dr/i Dp, Dqr, 


D^î 
^Pi 


^Pn ^n 

Dqr, Dp, 




Dp, Dqfi Dpi 
Dqr^ Dpi Dr/,. 


> • • • 

_i- -H ... -f 


# * s 

Dgf, Dpi 


mi 


équations respectivement 


• • • 

par : 








Dgf, Dqra 
Dpi î^P* 


j •« 




^Pk 


et 


ajoutant, 


on 


trouve : 


D7, 

^Pk 







(3) 

Puisque entre g,, 9^^, il existe cette relation (3) analogue à la 
relation (2), on en conclut le théorème suivant : 

Théorème. — Si l'on déduit des équations [i ) les quantités 
qii Qîi ••• 9ni ^^ fonction de pi, p,, ... p„, les expressions ainsi 
obtenues seront les coefficients différentiels d'une fonction Y de 
Pn Pîi — Pn» ^l l'on aura : 

dy dy dy 

</, = —» 7î== — » ..., qn = — ' (^) 

^Pl ^Pi ^Pn 

97. Il est facile de trouver la relation qui existe entre les 
fonctions X et Y. 
En effet, les équations (1) et (4) nous donnent : 

dX = pidqi -*- pidqi +..•■+- p„(i</„, 

dY = qidpi ■+- gjdpî h h q^dp^\ 

d'où : 

rf(X -h Y) = d{piqi -*- PjÇj ^- ... -f. p„ç„), 

OU bien, en intégrant et en négligeant la constante ajoutée : 

X-irY^ p,q^ -\r p^q^ -♦- ... + p,7„ . (5) 
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\ 

La valeur de Y est donc : 

Y = — (X) -♦- {q,^p, -♦- {q^)j)^ -I- ... -f. (qfjp„, (6) 

les crochets indiquant que X, ç^, ... 9., sont exprimées en fonc- 
tion de Pi, P21 —P»; par conséquent, Y sera exprimée en fonc- 
tion de ces quantités seulement. 

88. Si la fonction X, outre les variables 91, 9s, ... 9», renferme 
encore explicitement une autre quantité quelconque p, il en sera 
évidemment de même des expressions (91), (9,), ... (9J. 

En effet, si X renferme p, il en est de même ^^ 37 1 ••• ^^5 
par conséquent, si des équations (1) : 

DX 

P. = — ' 
S9, 

on tire (94), (9,), ... (9,), c'est-à-dire les valeurs de 9,, ... 9», en 

fonction de p^ , p,, ... p. , ces quantités (9^) renfermeront aussi p. 

Nous aurons donc, en observant que (X) est la valeur de X, 

dans laquelle on remplace 91, 9,, ... 9» en fonction depi,Ps, -'-Piii P^ 

;)(X)^DX DX %o DX D(9„) 

Tip ^p D9i Dp D9„ Dp 

î)X D(9,) D(9J 

Dp :ip Dp 

Si nous différentions l'équation (6) par rapport à p, qui y est 
contenue explicitement, il vient : 

DY D(X) l(q,) D(9„) 

= H p, h ... H- »„ . 

Dp Dp ^P ^P 

et, à cause de l'équation précédente, on a : 

^Y DX ^ 

— -*-— = 0. (7) 

Dp Dp 

89. Supposons maintenant que X renferme explicitement, 



( *37 ) 

ouire les n variables Çi, 9,, ... 9., une autre variable t^ et n con- 
stantes di, a,, ... a„, c'est-à-dire que l'on ail : 

X = fonfct. (t, ^4, qfj, ... 7„, cfi, Oj, ... oj. 

Supposons de plus que les n équations : 

— = 6,, — =6j, ... — -=:6„, (8) 

ûa^ oui oa„ 

soient suffisantes pour déterminer Oi, a,, ... a., en fonction de 
Si nous posons : 

DX DX DX 

et si nous résolvons ces équations par rapport à 91, 9,, ... 9,, 
les Oi restant constantes, nous verrons, comme précédemment 
(n® 8e), que les 9^ sont les dérivées par rapport aux p, d'une 
fonction : 

Y = fonct. (f, Pi, p„ ... p„, a,, a^, ... a„), 

et l'on a : 

OY DY DY 

Dpi Dpi Dp„ 

D'ailleurs, dans cette transformation, les a^ sont analogues à la 
quantité p (n^ 89), et nous aurons, en vertu de la formule (7) : 

DY DX 
1 =0, 

d'où: 

:)Y DX 

— = = — 6... (H) 



• Si des équations (8) : 






on tire les valeurs de a^ a,, ... a„, en fonction de 6^, 6„ ... 6., 
nous aurons, de la même manière que ci-dessus (n"" 89) : 

Xé «= — (X) -4- (a,) 6, H- (aî)6, h- .- -4- (a„)6„, 

les crochets indiquant que X, Oi, a,, ... a., sont exprimées en 
fonction de 6|, 6,, ... 6., Çi, g,, ... 9.. On a donc : 

Xi = fonct. (t, 74, 7,, ... gf,,, 6,, 6j, ... 6J, 

et l'on voit que Ton passe de X à X^ en exprimant les a, en 
fonction des 6,, et en conservant les 9,, de même que Ton passe 
(n"" S9) de X à Y en exprimant les 9, en fonction des ;>, , et eu 
conservant les a,. Dans cette transformation les a^, 6, jouent 
le rôle des 9^, Pi de tantôt (n* 89) et les 9< le rôle des a,. 
Il s'ensuit que l'on aura : 

de même que Toa a (n* 89) : 

;>Y 

--?.. (10) 

D'ailleurs, puisque les 9^ jouent ici le rôle des a, (n"" 89), 
c'est-à-dire de p (n"" 88), ou a, d'après la formule (7) : 

DX, DX ^ 
— + — = 0, 

d'où : 

— = = — «^. (13) 

D9, 09, 

On a aussi, en vertu de la formule (7) : 



DX, _ DX 

91. Considérons la fonction X^ : 

X4 = fonct. («, 9,, 9„ ... 9„, 6,, 62, ... 6„), 



(14) 
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et les équations : 

Si, de ces dernières, on tire les 9^ en fonction des p^, les b^ 
restant constantes, nous aurons la fonction : 

m 

Yé = fonct. (f , pi, pî, ... p„, 6i, 6i, ... 6„). 

Or, les fonctions X» et Y» sont ansilogues aux fonctions X et Y 
(n** 89) à la condition de remplacer p, par — p., et a^ par 6,. 
Nous aurons donc, en vertu des formules (10) et (H) : 

(15) 
et 

(16) 





3Y. 


- qi. 




D6, 


^zx 


JX» 
36, 


«.-. 


2n 


équations (8) 


et( 


JX 
3a,- 


-6 


3X 
3gf( 


Pi. 



nous permettent de déterminer les 2n variables q^, g,, . . 9», 
Pi, Pj, ... p^, en fonction des 2w constantes a^, a„ ... a„, 6^, 6,, ... 6„, 
et de ^ ou réciproquement, les 2n constantes en fonction de 

9i» 9«) ••• 9n» Pli P«» — Pn <il '• 
Dans le premier cas, les variables p,, qi sont données exp/t- 

citement en fonction de la variable ^, que nous pouvons consi- 
dérer comme indépendante; dans le second cas, elles sont don- 
nées implicitement en fonction de t. 

93. Il résulte de ce qui précède que nous pourrons, dan*s la 
suite, faire Tune des quatre hypothèses suivantes : 

l"" Les 2n variables p,, 9^, sont exprimées en fonction de 
ttf, 6,., t; 

â"" Les 2n constantes a^, 6^, sont exprimées en fonction de 
P.1 9<i t\ 
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S** Les n variables Pf sont exprimées en fonction des n varia- 
bles 9o des n constantes a^ et de ^ comme dans : 

A"" Les n constantes 6< sont exprimées en fonction des n varia- 
bles 9,, des n constantes a^, et de ^, comme dans : 

6. = --. 



XV. 



Nouvelle démonstration du théorème de Jacobi. 

94. Voyons maintenant comment Ton peat obtenir le théo- 
rème de Jacobi, en se basant sur les théorèmes qui précèdent. 

Soit (Z) une fonction de 91, 9,, ... q^y Oi, a^, ... a., t définie 
par l'équation : 

et désignons par Z le résultat que l'on obtient en remplaçant 
dans (Z), 04, a^, ... a^ par leurs valeurs en fonction des variables, 
tirées des équations : 

DX 

Il est facile de démontrer que le système des équations : 



dqi 


DZ 


dl 


^Pi 


dpi 


DZ 


dt 


^qt 



(1) 
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exprime le résultat de Télimination des constantes o^, 6 .entre 
les équations : 

DX 

— = 6.. 

et leurs dérivées par rapport à t. 

En d'autres termes, les équations (1) forment un système 
d'équations différentielles simultanées du premier ordre dont 
les équations (2) sont les intégrales. 

En effet, si Ton différentie Téquation : 

— = 6„ 
totalement par rapport à ^ il vient : 

D'X D*X dqi 0*X dq„ 



^afit ^afiqi dt ^aPfn dl 

Mais, on a : 

D*X _ D pX\ Dpy . 

par suite, l'équation précédente devient : 



= 



D'X Dp, rfgi D/}„ rfqr, 
K -^ ^- -4- -. H 1- = 0; (d) 

les quantités |^S ^, ... sont prises en considérant pt, p,, ... p., 
comme des fonctions de ai, a^, ... a., ^i, g,, ... q^ (n*" 93, 5""). 

Or, (Z) étant une fonction de 91, 9., ... 9., a^ o,, ... a., /, 
définie par l'équation : 

(Z) = -f. (4) 

on a : 

D(Z) D'X 

W 
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et réquation (5) nous donne : 

D(Z) Dpi dq^ Dp„ dq^ 

Dttj Da». dt da^ (/£ 



Multipliant par |^ , et faisant la somme depuis i = 1, jusque 
=3n, il vient : 

:)(Z) Dtti D(Z) Daj D{Z) Da„ 

— ^— - ^-^ »4~ ■""""" "~~~ "4~ ••• ~f" ■ — —^^ 

ppi Dai Dpi Dttj Dp, Da„\ dqt 

\Da, Dpy DOj Dpy Da„ Dpy/ rf^ 

Dpî Da, Dpî Das Dpj Da, \ rfq^i 

Dtf, Dpy Daj Dpy Da,; Dp,/ rff 

/Dp^ Do, Dp^ Doj Dp^ Da^\ dqj 

XdUi ^ipj Dtfj Dp, :^a„ lipjl dt 



kDa, ^pj ^a^ ^pj :ia^ T^pjl dt 



Or, tous les coefficients du second membre sont nuls, excepté 
celui de ^ qui est égal à Tunité. Quant au premier membre, 
il est égal à ^, si Ton observe que Z est le résultat que l'on 
obtient en remplaçant dans (Z) les constantes Oi, a,, ... a. , par 
leurs valeurs en fonction des variables (n** os, â""), de sorte 
que Z est une fonction des variables seulement. 

On a donc : 

DZ _ dqj 

Dpy dt 



OU bien, en remplaçant la lettre / par la lettre t : 

DZ ^ dqt 
Dpj dt 

équation qui ne renferme pas les constantes. 



(J5) 
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On a aussi, en considérant p, comme une fonction de 



dpi ipi Dp, dq, ip, dq„ 

I ■ s= — — "4" "~"~" I -4~ ••• ~t* ■ — — ^— 

dt U d^i dt D^n dt 



Or, on a : 





Dp; 


\^il 


-' 




Dt 


u 


39i\ 


par 


conséquent, 








dpi 

dt 




Jpj dq, 



Dqr, 



^q„ dt 



OU bien, à cause de Féquation (5) : 



dpi D(Z) Dpi DZ D/).. DZ 

(/( "" Dqr.. Dg, Dp, D7,, D/}„ ' 

OU bien encore, en vertu des équations (2) : 

dpi D{Z) Dpi DZ Dp„ DZ 

dt ^i Dgr, Dpj Dgr, Dp„ 

Mais, puisque (Z) n'est autre que Z où Ton a remplacé 
Pit P«» ••• Pi. par leurs valeurs (n** 93, 3**), on a : 

D(Z)___DZ DZ D/?| DZ D/>, 

^i ^i ^Pi ^i ¥n ^9i 



Par suite, il vient : 

dpi ^ DZ 

dt ^i 

équation qui ne renferme pas les constantes. 



(6) 
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Le système des 2n équations (5) et (6) exprime donc le résultat 
de rélimination des 2n constantes entre les équations : 

et leurs quotients différentiels par rapport à L Ces équations (2) 
sont donc les intégrales des équations (5) et (6). 
D'ailleurs, la fonction Z sera définie par l'équation : 



-g) 



^ étant le quotient différentiel partiel de X par rapport à i^ 
et les crochets indiquant que dans ce quotient différentiel, on a 
remplacé les constantes ai, a,, ... a., par leurs valeurs en fonc- 
tion des variables, déduites des équations : 

DX 



XVI. 

Formules de Jacobi, 

•&• Nous venons de voir (n^ 94) que les équations : 

DX DX ^ 

— = Po — = ^, 

donnent la solution des équations canoniques. Elles sont équi- 
valentes aux équations : 

Ces équations peuvent être considérées comme exprimant les 
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2n variables Çi, 9s, ... 9», Pn />>< •*• P.t 6n fonction des 2n con- 
stantes a,, 6, et de t^ ou bien les 2n constantes a,, 6, en fonction 
des 2n variables p,, 9, et de t. 

Il est facile de démontrer les relations suivantes qui ont été 
énoncées pour la première fois par Jacobi (*) : 



D9* Dty 


D9* Do, 
D6y ^p^ 


Dp* D6y 
• ^aj D9* 


D6y DÇi, 



Pft, 9* étant deux variables correspondantes, et oy, 6y deux con- 
stantes correspondantes. 

Pour démontrer la première de ces relations, reprenons 

réqnation : 

dX 

- = ^, 

dont le premier membre est une fonction de 91, 9,, ... 9., 
a^y a„ ... a«, t. Les quantités 91, 9,, ... 9, peuvent être considé- 
rées comme des fonctions de f, Oi , a,, ... a», 6| , 6,, ... 6», déduites 
des n équations : 

— =6|, — = 6,, ... •— = b„. 

Dai Dat Da„ 

Si l'on suppose 91, 9s 1 ••• 9»f remplacées par leurs valeurs, 
réquation : 

DX 

— =-^' 

devient une identité, et sa dérivée prise par rapport à Qj sera 
nulle. Nous aurons donc : 

D'X D«X D91 D'X D9, 

-*-.•• H s=0. 



:iafiaj Da,D9i Doy î)a<D9„ DOy 



(*) Jacobi, Vorlesungen ûber Dynamik, pp. 395 et suivantes. 
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Remplaçant ^^ par 6^., et 5- par p,, il vient : 

^bj ^ Dp, Dy, ^ ^ iqj ^ ^ D/?, Dy^ ^ ^ 

équation qui a lieu pour toutes les valeurs de t ^= 1, 2, ... n. 

Dans cette équation |^ se rapporte à Thypothèse 4*" (n*" 93), 
puisque, en vertu de la formule 6^ = ^, 6^. est une fonction de 
^ 9i> «*5 ^-1 3^' — se rapportent à 'l'hypothèse 5* (n* es), 
puisque, en vertu de la formule Pi^'^^, Pi est une fonction de 
/, 7<, a..; enfin, 5-. , 3— , ... se rapportent à l'hypothèse 1*» (n* es), 
puisque, en vertu' de l'équation 6,==^^, 9, est une fonction de 

Multipliant Téquation précédente par ^ , se rapportant à 
l'hypothèse â"" (n"" es), et faisant la somme pour toutes les 
valeurs de t, les indices / et k restant les mêmes, le premier 
terme du premier membre sera : 



Da, Dp* î)a„ Dp* Dp* 

Dans le second terme, le coefficient de ^ est : 



(n» es, 2*») 



DpjDOi Dpi ^^/»_^P*^Q 

Tous les autres coefficients sont également nuls, excepté le 
coefficient de ^, qui sera : 

^iOi :ipt :ia„ i^ptt :ipk . 

On a donc : 

d6,. Do* 

ou bien : 

DÔy __ D7a 

ypk ^«y 
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ce qui est la première formule de Jacobi. Le premier membre 
se rapporte à l'hypothèse 2*" (n'' 93), le second membre à l'hypo- 
thèse V (n* 9B). 

Si nous opérons de la même manière sur les équations (10) 
el(H) (n« 89): 

DY DY 

nous obtiendrons évidemment un résultat qui se déduit du pré- 
cédent en changeant p en q, et réciproquement, et en changeant 
le signe de b. Nous aurons donc : 

D6y_ Dp* 

c*est la deuxième formule de Jacobi. 
De même, les équations (12) et (13) (n"" 90) : 

dX, dX, 

nous donnent, en changeant dans la première formule le signe 
de p, et en changeant a en 6, et réciproquement : 

DOy _ ^qt 

^pk ^bj 
c'est la troisième formule de Jacobi. 
Enfin, les équations (15) et (16) ^n*" 9t) : 

DY* DYé 

Dp, Do, 

nous donnent, en changeant dans la troisième formule le signe 
de a, et en changeant p en 9, et réciproquement : 

DOy D/7i 

D^» D6y 

c'est la quatrième formule de Jacobi. 
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La démonstration que nous venons de donner est due à 
M. Donkin (*). La démonstration de Jacobi est différente (*'). 
Remarque. — Dans les équations : 

dq^^ OZ \ 
dt - Dp/ 
dpi t^Z 



dt dr/ 



i 



les premiers membres se rapportent à Thypothèse l"" (n"* 93); 
les seconds membres à Thypothèse S"" (n"* 93). 
Mais les équations : 

DX 

— = p,, 

^i 

DX 

renferment a,, bf exactement de la même manière que p,, g,. 
Il est donc évident que les raisonnements qui nous ont conduits 
aux équations (A), nous conduiront aux suivantes (***) : 



dof 
dt 


j6,* 


db, 


3Z 


dt 


3ff, 



(B) 



Dans les premiers membres, a,., 6, se rapportent à Tbypothèse 2"* 
(n"" 93), et sont exprimées en fonction de 9^, Pt, et /; les seconds 
membres se rapportent à Thypothèse l"" (n® 93). 

Observons que, dans les équations (B), Z est la fonction Z 
des équations (A) dans laquelle on remplace p., 9, par leurs 
valeurs en fonction des a,., 6,. 



(*) Philosophical Transactions, 1854, p. 79; Report ofthe British Asso- 
ciation for the Advancement of Science, 1857, p. 33. 
(**) Vorlesungen ûber Dynamik, pp. 395 et suivantes. 
***) Philosophical Transactions, 1855, p. 303. 
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XVII. 
Théorèmes de M. Donkin. 

98. Théorème I. — Si p et q désignent deux des variables 
Pi* <|i9 ^^ ^i ^'on suppose ces variables p et q exprimées en fonc" 
iion des an constantes dt , b| , e^ de t , nous aurons : 

stiit^an^ que p et q sont conjuguées ou non ('). 

Ed effet, si q, est uoe fonction des 2n constantes et de /, 
et si Ton remplace les constantes par leurs valeurs (n"^ os, 2"*), 
en fonction de Çi, 9,, ... 9», pi, p,, ... p., ^ on obtient une 
équation identique. Par suite, si Ton différentie par rapport 
à ?,, g»elp*,il vient: 

= \ (^■^ + ^'^); 

on trouvera des équations analogues, si Ton opère de la même 
manière sur p,. 

Or, si nous appliquons aux six équations ainsi obtenues les 
formules de Jacobi (n'^Od), en éliminant les dérivées de Oj et bj, 
nous aurons pour la première : 

(*) On dit que p ei q sont conjuguées, lorsqu'elles sont de la forme/?,, 7,; 
elles ne sont pas conjuguées, si elles sont de la forme p,-, 74. 
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Par conséquent, on a : 



et 



2^{p. q) . 

.-TT-TT ^ pour p = q,,q=.p,. 



On trouvera de la même manière que la deuxième équation 
nous donne : 

et la troisième nous donne : 

et ainsi de suite. 

Pour démontrer la deuxième partie du théorème, il suffira 
d'éliminer, au moyen des formules de Jacobi (n"" 05), les déri- 
vées de Qi . 

La première formule nous donne : 



^j \ ^Pi ^Qi ^Pi ^J "^ 4 ^Pi. ?,] 



On a donc : 

.^^_^=:H-i, pour p = p.î = ï., 



et 






On trouve, de même, au moyen de la deuxième formule 

__^0, pour p=.p, ,= ^„ 

et ainsi de suite. 
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m. Théorème fl. — Si h e( k sont deux quelconques des 
constantes normales (*) ai, b|, et si nous supposons ces quantités 
exprimées en fonction des pi, q, et de ij nous aurons : 

suivant que h et k sont conjuguées ou non (**). 

En effet, si nous supposons a,., 6^ exprimées en fonction des 
variables g^, Pi et de t (n"" 93, 2""), et si nous remplaçons les 
variables par leurs valeurs en fonction des a,, 6, et de t 
(n*" 93, l""), on obtient des identités. Par suite, si Ton différentie 
par rapport à a^, la valeur de a., par exemple, il vient : 



^- \bqj DOj dpj TiaJ 



ou bien, en remplaçant les dérivées des q et des p, au moyen 
des formules de Jacobi (n"" 95) : 

i = \ (— — — ^^ ^A V ^(^<^ ^ 
j ^ ^i ^Pj ^ ^Pj ^qj "" i ^(fi-, 9j) 

Par conséquent, on a : 

y Hk,k) L ^ I 

et 

2 v^ ^x = — ^> pour A=6., Ji; = a,. 

De même, on trouverait : 

^ D(/»,i) 

et ainsi de suite. 



(') Nous donnons le nom de constantes normales aux constantes a^, 
^99 ••• <iii» ^1» ^1» ••• ànj obtenues en appliquant les méthodes précédentes 
à rintégration des équations canoniques. 

{**) On dit que heik sont conjuguées, lorsqu'elles sont de la forme a,-, 6,-; 
elles ne sont pas conjuguées, si elles sont de la forme a^, b^, 
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« 

Pour démontrer la deuxième partie du théorème, il suffit de 

remplacer les dérivées de a< au moyen des formules de Jacobi 

(a* •&), et l'on trouve facilement : 



k) 



217" = -^ - 0' 



suivant qae A et A: sont conjuguées ou non. 

98. Il résulte du second théorème que Ton ci, en employant 
la notation de Poisson (n"^ en) : 

(a„ 6.) = — (bi, a,) = — 1 , 

d'ailleurs, on a identiquement : 
En d'autres termes, on a : 

suivant que h ei k sont conjuguées ou non. 



K Désignons maintenant par /*, g deui fonctions des 
2n constantes normales o^, ^m ^^ soient : 

/•= y(a,, a,, ... a^, 6i, 6,, ... 6„), 

Si Ton suppose a,, a,, ... a,, 6,, 6,, ... 6,, remplacées par leurs 
valeurs en fonction des 2n variables et de t (n"" 98, 2^), alors f 
et g deviendront des fonctions des variables ('), et si Ton désigne 
par A, k deux quelconques des constantes a,, 6,, il vient : 



V) f^^9 seront des intégrales des équations canoniques. 



^.T-j-i- 



( 175 ) 

la sommation se rapportant à A, k et s'é'tendant à toutes les 
combinaisons binaires des constantes. 
Il est facile de vérifier cette formule : en eflet, on a : 

^{Pi ?.) ^Pi ^^i ^9i ^Pi 
Or, on a évidemment : 

Dpi ;>a, Dp,- D6i D/),. Daj Dp,- D6j Dp,- 

D/" D/' Dfl, D/" D6, D/" DCj D/* D6j 
Dqf, DOi Dq^, D6i Dqr. Daj Dqf,- D62 D(/, 

etc.; 

et il est facile d'en conclure la formule ci-dessus. 

Si maintenant nous faisons la somme par rapport à r, il vient : 

^(A 9) 



(/■,»)- 2i-<M)| 



D(/i, k) 
la somme se rapportant k h,k comme ci-dessus. 

Mais, à cause des formules de Donkin (n* 07), on a : 

(A, k) = 0, 
à moins que A, A; ne soient conjuguées, et alors on a : 

(h,k) = qz\. 

Par suite, 

formule que Ton peut écrire sous la forme suivante : 

^i\Dqr. Dp,. Dp, Dqf,/ ^jW* ï^^i ^b^ ^ttil 

L'expression du second membre étant une fonction des con- 
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stantes a^ 6^ seulemenl, Téquation précédente nous donne le 
théorème suivant : 

Théorème. — Si 

/*= ?(?!> ?«J ••• 7»» Pu Ptl ••• P«» 0» 
9 = *(?!, ?«, •• în, Pi, Pi, ... P„, 0> 

5on^ deux intégrales des équations simultanées : ^ 





dqi dZ 

dt ^pi 


dpi DZ 
dt Dy, 


l'expression : 







(/• (/) = \ f ^ ^ - ^1 ^ 

«<^ constante, c'est-à-dire que si l'on remplace pi, qj par /etirs 
valeurs en fonction des constantes et de i^ l'expression (f, g) se 
réduit à une fonction des constantes arbitraires, ne renfermant 
pas le temps t. 

XVIII. 

Extension des méthodes d'Hamilton au cas où les liaisons 

sont des fonctions du temps. 

100. Les recherches d'Hamilton exigeaient que la fonction 
H^^T — U fût indépendante du temps, la fonction T étant 
une fonction homogène et du second degré de q[, 9^, ... 9.. 
Nous allons voir maintenant que la fonction T peut renfermer 
explicitement le temps t (*), sans que Ton ait rien à modifier 
aux théories précédentes. Il en résultera donc que ces théories 
s'appliqueront à un problème auquel l'intégrale des forces vives 
n'est pas applicable. 

(*) DoNKiN, Philosophieal Tremsactions , 1854. 
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Reprenons l'équation du mouvement (n* •) : 

d — 

dt ;)9, ^i ^ ' 

U étant une fonction de Çi, 91, ... q^i quî P^nl renfermer expli- 
citement le temps, mais non les 9^. 
Nous avons vu qu'en posant (n"" to) : 

DT 

on peut ramener les n équations (A) à un système de 2n équa- 
tions du premier ordre (n"" 15). Mais la démonstration que nous 
avons donnée précédemment exige que T soit une fonction 
homogène et du second ordre des 9-. 

On peut traiter la question de la manière suivante, sans faire 
aucune hypothèse sur la forme de la fonction T. 

Posons, à cet effet, 

Th-U==W; 

nous aurons, puisque U ne renferme pas les 9^ : 



réquation (Â) devient 



Posons : 



qi est remplacé par 9^-. 



DT 


DW 


H 


D9;. 


DT DU 

1 : 


DW 

• 

— - > 
D9, 


, DW 




d. — • 
D9; 

di 


DW 

3Ç( 


DW 
D9: 


= P<(*), 


ogue aux formules (i 


DX 
Dçi 


P!. 



(B) 
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el considérons la fonction : 

Z = - (W) H- p,{q[) -*- p,{q',) + ...-*- p„{q:), (C) 

clans laquelle nous supposons (W), (9<), ... (7I), exprimées en 

fonction de g,, g,, ... g,, p,, p,, ... p, ('). 

Nous aurons, en appliquant les formules (4), (6) et (7) (n*" se, 

87 et 88), dans lesquelles nous devrons remplacer g^ par q'i\ 

et p par g, f *) : 

DZ 

g; = - ' (D) 

^— ^^^^ SSE5 ^"^B* v^B^Hv • 

Par suite, Téquation (B) devient : 

(Ipi DZ 

J-:= (E) 

Les équations (D) et (E) ont donc la même forme que les équa- 
tions canoniques, c'est-à-dire qu'elles sont de la forme : 

^* fft Dp, ' 

dt Dg, 

Il en résulte qu'il n'y aura pas de restriction à faire en ce qui 
concerne la forme de la fonction T. 

toi. Remarque. — Dans le cas particulier où T est une 
fonction homogène et du second degré de gi, g^, ... gl, on a : 

2T = p,g; -♦- p,7; H- ... -4- p„g:, 
d'où: 

Z = — (T + U) H- 2T = T - U. 

(*) Les qi jouent ici le rôle que jouait la quantité p dans la formule (7) 
(no 88). 

{**) Gela résulte de la comparaison de la formule (C) avec la formule (6) 
(n« 87). 
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tôt. Considérons maintenant le système de 2n équations 
différentielles simultanées du premier ordre : 



dt 
dt 



DZ 



0) 



Z étant une fonction de q^, ... 9,, po — Pn^ ^- 
Une intégrale de ce système est une équation : 

dans laquelle a est une constante, et U une fonction de r, a,,;)^, 
telle que la dérivée totale -^ soit nulle en vertu des équations (1). 
Cherchons la condition à laquelle doit satisfaire la fonction U 
pour être une intégrale. On a : 



du 



__ DU ^ /DU dqi DU dpA 
~" D« "^ ^ [^i dt "*" Dpi 'dtl 



dU 



On a donc, en posant ^ = 0, et ayant égard aux équations (1) : 



ou bien : 



DU ^ /DU dZ du DZ \ 

= — H- > 

D« ^ ydqt :ipi Dp, liqj 



DU 

- + (U,z)=:a 

ùt 



(2) 



Toute fonction U satisfaisant à cette équation (2), donnera, 
en régalant à une constante, une intégrale du système (1). 

tes. Remarque. — 11 est facile de voir que Véquation 
Z B=s const., ne sera une intégrale des équations (1) que si la 
fonction Z ne renferme pas explicitement le temps. 

En effet, si Z = con</. est une intégrale, la fonction Z doit 
vérifier l'équation (2), et nous aurons : 



DZ 

--H-(Z,Z) = 0. 

01 



12 



im. .HJ_& 



( ^78) 

Or, (Z, Z) est identiquement nulle; par conséquent, on devrait 
avoir : 

— = 0, 

c'est-à-dire que Z ne devrait pas renfermer explicitement le 
temps r. 

On conclut de là que, dans le cas où Z est une fonction du 
temps, réquation Z^^const. n*est pas une intégrale des équa- 
tions (1). 

t04. Théorème de M. Liouville. — Si, par un moyen 
quelconque, on peut déterminer n intégrales du système (1) : 

renfermant n constantes arbitraires, et satisfaisant aux -^ 

conditions : 

(?of*) = 0, ou {at,at) = 0, (4) 

pour les valeurs 1, 2, ... n de i e/ t/e k, on pourra facilement 
obtenir les n autres intégrales. 

A cet effet, on déduira des n équations (3), les valeurs de 
Pli Psi ••• Pni ^^ fonction de qi, q,, ... q„, di, ... a^, t, et on les 
substituera dans l'expression : 

d\ = p^dqi -^ .- -f- p^rfç^ — (Z)dtj (5) 

laquelle sera une différentielle exacte, (Z) désignant comme pré- 
cédemment le résultat que l'on obtient en substituant dans Z les 
valeurs de pi, ... p„, tirées des équations (3), de sorte que (Z) est 
une fonction de qi, ... q^, ai, ... a„, t. 

En intégrant l'expression (5), on obtient la fonction V, et alors 
les n autres intégrales du système (1) s'obtiennent en égalant à 
des constantes les dérivées de la fonction V, prises par rapport 
aux constantes ai, ... do. 

Démonstration. — 1" L'expression : 

pirfqr, -4- ... ^ pjq„ — (Z) dt , 
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est une différenlielle exacte. En effet, d'après ce que nous avons 
vu (n"" 90), la condition : 

(a<, at) = 0, 
n'est autre que la condition d'intégrabilité : 



(6) 



de l'expression : 
Il nous reste à prouver que l'on a : 

>^>— SSS ^^B" ^^—^^ * 

M iiqi 

Or, en vertu de la définition de (Z), on a : 

D(Z) OZ DZ Dp, DZ Dpî DZ Dp^ 

^i ^qi ^Pi ^i ^Pi ^i ^Pn ^i ' 

ou bien, en ayant égard aux équations (1) et aux conditions 
d'intégrabilité (6) : 

D(Z) dpi dq\ Dp,. dq^ l^p^ dq„ Dp, 

Dg, dt dt dqi dt Dq^j dt ^q^ • 

Mais, d'autre part, comme, en vertu des équations (5),p, est 
une fonction de ^ Çi, ... 9„, on a : 

dpi ^ ^Pi ^Pi dq^ ^pi^ dq^^ 

dt H Dç, dt ^q„ dt 

et, par conséquent, l'équation (7) nous donne : 

D(Z) :ipi 

■^MMM^ SS3 mmmm ^MBM» • 

Dqf, H. 

On a donc : 

V =f{p^dq^ .4- pîrfç, + ..' -f- p^dq,^ — {Z)dt) -4- r, (8) 

y étant une constante arbitraire. 
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Cette fonction V nous donne les équations : 

_ = p„ ... —=/)„, -«-(Z)» (9) 

dont les n premières sont évidemment équivalentes aux équa- 
tions (3), c'est-à-dire que les valeurs de pi, ... p., déduites de 
ces équations, sont les mêmes que celles que Ton tire des équa- 
tions (3). La dernière est une identité. 

^ Les n autres intégrales du problème sont données par les 
équations : 

Il suffit de démontrer que leurs dérivées totales par rapport 
à i sont nulles, en vertu des équations (1). 
Or, on a : 

. DV DV DV 

d.— D — î)— . 
Da. Dttj Da,açi 

d( ~ Df Dqrj de 

DV DV 

D— D— , 

D{ Dfi aÇt 

Dttj Da^ dt ' i^Qi dt 

Si Ton tient compte des équations (1) et (9), il vient : 

d - 

* DOi D(Z) DZ D/), DZ Dp„ 

de ^Qi Dp, Drt, Dp„ Da,- 

Mais (Z) n'est autre que Z dans laquelle on a remplacé p^, ... p., 
en fonction de Çi, ... ?•, a^, ... a«, e; et d'ailleurs, Z ne renferme 
pas explicitement les a< . 
Nous aurons donc : 

D(Z)__DZ ^p^ DZ ^p„ 

Dtfj Dp, Da.- Dp„ Dtfi 



DV 

D — 

Da^ 


dqn 


^n 


dt 


DV 




î>?« d?« 



par conséqueût, 

dt 

il en résulte donc que : 

— = COTISA = 6{, 

est une intégrale des équations (1) pour toutes les valeurs 
de t égales à 1, % ... n. Par suite, les équations (9) et (10) : 

3V DV ^ 

forment la solution complète du problème (*). 

t05. Remarque. — On pourrait résoudre le problème beau- 
coup plus simplement, même sans connaître les n premières 
intégrales, si Ton parvenait, par un moyen quelconque, à déter- 
miner la fonction V. Les 2n intégrales seraient données par les 
2n équations : 

dont les n premières sont équivalentes aux équations (3). 

Or, cette fonction Y peut être trouvée comme une intégrale 
complète d'une certaine équation aux dérivées partielles du pre- 
mier ordre. 

En effet, d'après ce que nous avons vu, l'équation : 

doit être identiquement vérifiée par la fonction Y. 

(*) Ce théorème a été communiqué, en 1855, par M. Liouville au Bureau 
des longitudes (Journal de Liouville, t. XX, p. 137); Connaitsance des temps, 
i853; DoNKiN, Philosophical Transactions, 1854, p. 85; Imschenbtsky, 
Mémoire sur l'intégrcUion des équations aux dérivées partielles, pp. 161 ss. 



(182 ) 

Dans cette équation, (Z) D*est autre que la fonction Z dans 
laquelle on aurait remplacé pi, ...p„, par leurs valeurs tirées des 
équations : 

Mais ces valeurs sont équivalentes à ^ , ... ^ . 

Par conséquent, (Z) n'est autre que Z dans laquelle on aurait 
remplacé pj, p,, ... p^, par les valeurs de 3^1 ••• fj; • •• en 
résulte donc que la fonction V, renfermant n constantes arbi- 
traires, doit rendre identique le premier membre de Téquation : 

- -^ F (e,g„...g„ -,..._) = G. (H) 

Par conséquent, Y doit être une solution complète de cette 
équation aux dérivées partielles du premier ordre non linéaire. 
Cette équation est facile à former, puisqu'il suffit de remplacer 
dans la fonction Z ou F, les quantités pi, p,, ... p., par les quo- 
tients différentiels ^ , ... ^ . 

toe. Nous venons de voir que la fonction V qui donne les 
intégrales du système canonique au moyen des équations : 

DV DV 

— ==P<» — =^» 

est une solution complète de l'équation aux dérivées partielles : 

DV / OV DV\ 

--.F(e,9.,...9„, -, ...-J=0. (ii) 

Il est facile de démontrer que toute solution complète , quelle 
qu'elle soit, de cette équation aux dérivées partielles, satisfait 
à la question, c'est-à-dire que, si l'on connaît une solution com- 
plète quelconque Y de cette équation, les intégrales du système 
canonique sont exprimées par les équations (*) : 

DV DV , 

— = p., — = ^. 
Dqff Da< 

(*) DoMKiN, Philosophical Transactions, 1854. 
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Supposons, en effet, celte solution complète V connue, et 
posons : 

DV 

réquation (11) devient : 

DV 

— H- F(«, qr,, ... ^^, p,, .. p„)== 0. (12) 

Différentiant par rapport à 9,, il vient : 

dV 
^ÔT DF DF Dp, ^_L^_o (13) 



Or, on a : 



Dg. D7, Dpi Dq^, Dp„ Dqf^ 



DV DV 

D — D — 

Dt Dûfj Dp,- 

_ • 



d'ailleurs 



Dqf, Df Df 



Par suite, l'équation (15) nous donne : 

Dp, DF DF :ip, DF ;ip, 

1 1 1 1 = 0; (14) 

D« Dç, :ipi Dg, :ip„ Dqf,, 



d'autre part, on a : 



dpi^^Pi Dp.. rfqf| ^jp^dq, 

dt Dt Dqf, dt Dg^ (]{( 



Ajoutant (14) et (15), on trouve : 



(15) 



rfpj_^DF^Dp,/rfqf,^D_F\ ^ ..._^^/^_^\ 
c/« Dqr, Dqf, \rfe Dpi/ Dy„ \ rf( Dp„/ 



Par conséquent, les n équations : 



dftf, DF 

—-= — , pour t = l, 2,...n, 
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dans lesquelles : 

dv 

renferment comme conséquences les n équations : 

-5^ = — — , pour t = 4, 2, ...n 
at oqi 

Il reste à démontrer que les équations : 

dqt ^ dF 
dt dpi 

sont des conséquences des équations : 

— = bi. 

Or, si nous prenons la dérivée totale de Téquation : 

— = bi, 
par rapport à t^ nous trouvons : 

da,df i^afiqi dt ^^afiqn dt 

d'autre part, en différentiant l'équation (12) par rapport à a^ , 
il vient, en ayant égard aux équations p^=»^ : 

D*V DF D'V DF D'V 

^afit Dpi DaPfi D;>„ Da^D^^ 

De ces deux dernières équations on déduit la suivante : 

DoiDqfi \ dt T^pJ Tiafiqt \ dt :ipj 

laquelle nous donne n équations analogues. 
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Or, de ces n équations on conclut que l'on a les n relations : 

dq, iF . , a 

_ = _, pourt = l, 2,...«, 

OU bien que le délerminaut des n^ quantités : 

DV 



est nul. Mais cette dernière condition exprimerait (n® 50) qu'il 
existe entre les ~ une relation indépendante de a^ ... o., 
c'est-à-dire que Ton peut éliminer les n constantes Oi, ... a., des 
n équations : 

ce qui est contraire à l'hypothèse que Y est une solution com- 
plète de l'équation (11) (*). 

Donc, si y est une solution complète quelconque de l'équa- 
tion (11), les équations : 

— =6., 
jointes aux équations : 

DV 

D9, 

renferment comme conséquences les équations : 

dqi dF 
dt dp, 



(*) En effet, on sait que si V est une solution complète, elle renfermera, 
outre la constante additive, n constantes arbitraires a^, ... a«, telles que 
Ton ne puisse les éliminer toutes entre les n + i équations obtenues en 
différentiant V par rapport à q^y ... q», f, sans faire usage de toutes ces 
équations (n* &9). 
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et celles-ci renferment encore les équalions : 



dans lesquelles : 



dt " 


DF 


Pi = 


DV 



Donc, si l'on peut trouver une intégrale complète quelconque 
de réquation (11), la question sera résolue, et Ton aura les 
2n intégrales du problème par de simples diSérentialions. 

tOV. Cas particulier. — Lorsque Z ne renferme pas expli^ 
citement le temps t , l'équation Z == A est , comme on sait 
(n® tos), une des intégrales du système (1). 

On peut alors supposer que l'équation Z = h est une des 
n intégrales données, au moyen desquelles on définit la fonction 
principale Y, de manière que : 

soient les n constantes arbitraires. Cela étant, si les conditions : 

(a,, a,.) = 0. (ft,ai) = 0, 

sont satisfaites, nous aurons identiquement : 

(Z) = A, 

puisque Z doit se réduire à A, quand on y remplace pi,Pi, ...p., 
par leurs valeurs tirées des n intégrales (*). 
L'équation : 

dN =p4qi -+- Pîrf?» -*- ••• -*- Pn'^^n — (Z)rf(, 

(*) (Z) est le résultat que Ton obtient en remplaçant dans Z les quan> 
tités PxyP%i ••• PM9 P&r leurs valeurs tirées des n équations ft=ai, ... 2=^. 
Or, si dans Tune quelconque de ces équations, par exemple Z s= A, on rem- 
place PitPi'k ••• p») par leurs valeurs, cette équation devient une identité; 
donc, (Z) est identiquement égal à h. 



f 
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DODS doDne alors : 

dV=pidqi -^ p^i H H pjlq^ — Ml; 

d*où : 

4» étant une fonction ne renfermant pas explicitement le temps; 
en effet, Z ne renfermant pas explicitement le temps, il en sera 
de même de Pi, Pi, — p.. 

La solution du problème se simplifie alors de la manière 
suivante : 

Les in équations : 

— =P.' 7" = ^-» 

sont remplacées par d'autres que nous allons chercher. 

De réquation : 

V = — Al-t-+. 
on tire : 

par suite, les n premières intégrales peuvent être remplacées 
par les n équations : 

agi 

Les n intégrales restantes, qui sont données, en général, par 
les équations : 

— = T, — = 6., (i = l,2, -.n — I), 

T étant la constante conjuguée à A, deviennent, en remplaçant V 
par sa valeur : 

— =l-^T, — «6|, (i = l,2, ... n — 4). 
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Quant à la fonclion i{;, il est facile de voir qu'elle satisfait 
à l'équation différentielle partielle : 

dans laquelle : 

F{9i> 9«» - 9»» Pi» P«> - Pn)> 

est la valeur de Z en fonction des 2n variables p<, 9^. 

Cette équation différentielle partielle se déduit facilement de 
l'équation (11). En effet, de l'équation : 

V = — A« ^- ^, 
on tire : 

DV D^ 

—•^ ^3ZS ^— • 

Par conséquent, Féquation (11) se transforme, dans le cas actuel, 
en la suivante : 



ou bien : 



— A-t-F lqr„qr„... qf„,— , —, ... — 1 = 0, 

I ^ \^ ^ \ 

* l9i» 9s>-. 9„» — ' —' — Z—]^^' 



Le cas particulier que nous venons d'examiner se présente 
lorsque Vintégrale des forces vives existe. L'équation Z «= A est 
afors l'intégrale des forces vives, et h est la constante des 
forces vives. 

t08. Remarque L — Comme nous l'avons vu précédemment 
(n® 08), lorsque les intégrales des équations canoniques sont : 

— ==P<' — = ^, 
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si Ton met ces équations sous la forme : 

on a : 

(ao6<)= — i, (a,. 6,.)=0, 

(6<, aj = -+- d, etc. 

Nous appellerons un système de 2n intégrales pour lesquelles 
ces conditions sont remplies, une solution normale, ou un sys- 
tème à^intégrales normales. Les 2n constantes arbitraires con- 
tenues dans un tel système seront appelées éléments normaux. 
Une paire a,, 6^ s'appelle des éléments conjugués (n^ 97). 

Dans le cas considéré en dernier lieu , où Z ne renferme pas 
explicitement le temps t^ h eix sont des éléments conjugués, 
ces lettres étant employées au lieu de a et 6 uniquement pour 
des raisons particulières. 

tœ. Remarque II. — Il faut encore observer ici que les 
2n intégrales des équations canoniques (1) peuvent être obte- 
nues sous une autre forme que : 

— = P., —==6., 
et alors, si les équations : 

« = ?(9l. ?«> — qnf PnPïJ - PnJ 0» 

P = '/'(9i. 9i> - 9n»Pi»Ps» ... p„, t), 

sont deux intégrales obtenues par un moyen quelconque, c'est- 
à-dire sans employer les théorèmes de M. Liouville et de 
M. Donkin, on n'aura plus : 

(a, p) = ± 1 ou =0. 

Mais il est facile de s'assurer, comme nous le verrons plus loin, 
que Ton aura, en vertu des équations canoniques : 

(a, p)^=:^const.^ 
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de sorte que, si (a, P) est une fonction de Çi, Çj, ,.. g,, 
Pli Pf ••• P»i tj on obtiendra, en posant : 

(a, p) = confia, 

une nouvelle intégrale des équations (1). 

Si Ton a identiquement (a, ^)'^con8t., alors les intégrales a 
et P sont des intégrales qui ne diffèrent des intégrales normales 
que par un multiplicateur. Nous reviendrons d'ailleurs sur ce 
point dans les chapitres suivants. 



XIX. 



Théorèmes de Lagrange et de Poisson. 
tiO. Reprenons les équations canoniques : 





dq, 

dt 






dpi 


dU 




dt 


Dg. 


dans lesquelles : 







(i) 



H = /(«, qi, 7j, .. ?„, Po Pi, .. p„). 

Les intégrales de ces équations au nombre de 2n, contiennent 
2n constantes, «,, a,, ... «,, (B,, (3j, ... (3^. On peut résoudre ces 
équations intégrales par rapport aux variables p,, 9,, en fonction 
des a., (3. et de ^ ou bien par rapport aux constantes «,, (3„ en 
fonction des p,, 9. et de r. 

Théorème de Lagrange. — Les intégrales étant résolues par 
rapport aux variables Pi, qi, on a la relation : 

^!?î_^!5^ + ...^^^_^'^ = const. 

Da Hp Dp Da * Sa 3^ Sp Da •» 
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OU bien, en employant la notalion de M. Donkin (n® eo) : 



i=« 



Celte relation peut s'écrire sous la forme symbolique : 

[a, p] = const. 

Démonstration. — Considérons la fonclion H, et supposons 
que Ton y remplace les variables 9<, Po en fonction de ^ et des 
2n constantes, parmi lesquelles se trouvent a et (3 : cela posé, 
la démonstration du ihéorème de Lagrange repose sur l'identité : 

On a : 



Da ^ \Dgf, Da Dp, Da / 



ou bien, en vertu des équations canoniques (1) : 



DH ^ ^ / rfpj Dqr, ^ ^\ . 

Da """-^ V rfe Da "^ c/« Da/ ' 



par suite. 



f/MDp / D^ dt lia^p 

d .''D(7A Dp, dqi ^% 
dt \Dp / :ia dt DaDp 

On trouve de la même manière : 

i_ £ /^A ^qt^dpi^ _dY \ 
cfnDa y Dp (/« DaDÔ 
d /DqfA Dp,. rfqr, D'p,- 
"*" di \Da / Dp d« DaDp | 

En égalant ces deux expressions, il vient : 

^ , dt \Dp ) :ia "*" rff \Dp / Da I 

"*" dt \D« y Dp rf« \Da y Dp 
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Or, cette dernière équation n'est antre que : 

par conséquent, on a : 

[a, p] esaconsLy 

et le théorème de Lagrange est démontré. 

Remarque. — Dans le cas particulier où a et ^ sont des con- 
stantes normales a^, 6^, nous avons vu (n*" OY) que Ton a : 

I 0, 
suivant que a et ^ sont conjuguées ou non. 

lit. Théorème de Poisson. — La démonstration du théo- 
rème de Poisson repose sur deux lemmes que nous allons faire 
connaître : 

Lemme I. — Si l'on désigne par cp, ^ deux fonctions quel- 
conques des variables t, qi, ... q„, Pi, ... p^, et si l'on prend la 
dérivée partielle de ^expression (ç, i^i) par rapport à l'une quel- 
conque de ces variables que nous désignerons par {, on a : 






•Ma- *)-{'■> 



En effet, de la formule : 
on tire : 



3? 






(*) DoNEiN, Philosophical Transactions,, 1854, p. 92; Imschenbtskt, pp. 55 
et suivantes. 
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Or, 



Par conséquent, 



3 






3? 



2 






d 

^ 






? 

oi 



C'est la formule énoncée. 



Lemme h. — 5t cp, i{/, 8 sont trois fonctions quelconques des 
variables l, qi, ... qn, Pi, ... p^, on a /a relation : 

En effet, le premier membre nous donne, en le développant : 



2 






^ D(ô,^) D^ D(ô,ç») 



^ î)(?, ^) 

Dç, Dp/ Dp.. Dqr^ 



Dp,. D7, 



2 



Ds. ( /D'f \ / î>M ) ^? ( /^'l' \ / ^'^ 

~ — , ô -+- U» — — ^ — 1 « N- U' — 

D^i ( \Dp; / \ dpil ) ^pi ( \D</i / \ D</i 

l ^f 

\ Dç, 



Ds 
^il\^Pi I V Dp.i 
D4 ( /Dy \ / ^'/' \ ) ^^ 
î^î. ( \'^Pi I \ ^P./ i ^Pi 



D^ 

DJ^ 

^Pi 

Dd 






Or, il est facile de voir que tous les termes se détruisent deux 
à deux. Ainsi, par exemple, dans le premier terme on trouve 
des expressions de la forme : 

Df ( DV ^9 d\ D^ D'f D'e ^ D*e 



^i ( ^pt^qk ^Pk ^pi'Pk ^ï* ^k WPk ^Pk Wffi 

Les deux premiers termes de la parenthèse sont détruits le 
premier par un terme de ^ (^>5^)i '^ second par un terme 

13 
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de ^(f, ^1 ; les deux derniers termes sont détruits respective- 
ment par un terme de 5^(5^^»?') ^^ P^r un terme de 5|;(|^»f)- 
On peut résumer ce qui précède en remarquant que Texpres- 
sion proposée étant développée, chaque terme se compose d*un 
coefficient différentiel du second ordre de Tune des trois fonc- 
tions 9, i{/, B, multiplié par un coefficient différentiel du premier 
ordre de chacune des deux autres. Par exemple , les termes où 
9 est différentié deux fois sont de la forme : 

D'f D'f De d'ç) ^ De D'y D(f De • 



^i^Pk D9* Dp,. Dqf,D74 Dpf D/;^ Djo.Dp^ Dy. ^^ 

k pouvant être égal à t ; chacun de ces termes provient du second 
et du troisième terme de l'expression proposée. 

Or, on voit facilement que, pour chaque terme provenant du 
second terme, il y a un terme semblable en signe contraire pro- 
venant du troisième terme. 

Le même raisonnement s*appliquant aux termes dans lesquels 
^ et 6 sont différenliés deux fois, l'expression proposée sera 
identiquement nulle, et la formule est démontrée. 

Rappelons encore que si Ton pose : 

p = 4;(f, qf,, ... qf„, pi,...pj, 

pn a, en vertu de la notation de Poisson (n"" eo) : 

(a, a) = 0, (P, P)=0, (a, ^) = -(p, a), 
(— «, P)=-(«, P). 

Rappelons aussi que, si u est une fonction de ^ g^, ... 9., 
Pi, ... p., nous aurons : 



du :iu ^ hu dqi Du dp A 
dt "^ U ^ \Dgf, dt :ipi 'dîl 



OU bien, en ayant égard aux équations canoniques, (1) : 



Dw ^ /Dw DH Dm DH\ Dm , „ : , , 

= — 4-5 == — -H M, H. 2) 
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Cela posé, on a le théorème suivant : 

Théorème. — Soient a, ^ deux intégrales quelconques Ç) du 
système canonique, contenant chacune une constante, et résolues 
par rapport à ces constantes : 

a = ?(^ îu -^n» Piy "'Pn)y 

l'expression : 

sera constante pendant toute la durée du mouvement ("). 
Pour démontrer ce théorème, il suffit de prouver que l'on a : 

Tt — '®' 

en vertu des équations canoniques. 
Or, on a, en remplaçant u par (a, P) dans la formule (2) : 

fM. 2^. (,,,,„)_ g,, ).(.ï). (,,,,„). 

Mais nous avons vu que, si a, ^ sont des intégrales des équa- 
tions canoniques, on a (n"" toii) : 

-^ + («,H) = 0, 

ot 

(*) Pour abréger, nous appelons intégrale a, Tîntégrale : 

(**) Mécanique analytique de Lagrange, U I, note 7; Jacobi, Vorlesungen 
Ûber Dynamik, pp. 421 et 436; Donkin, Philosophical TyafUMtions, IStti, 
p. 93. 
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Par conséquent, 

^ = -.((a,H),p)-(^(p,H))^((«.p),H) 
«((H,a),p) + ((p,H),«) + ((«,p),H). 

Or, le dernier membre de celle formule esl idenliquement 
nui ; par conséquent, 



dt 
et, par suite, 



0, 



(a, p) = const.j 

ce qui démontre le théorème de Poisson. 

119. Ainsi donc, en résumé, si a, (3 sont deux intégrales 
des équations canoniques, on a toujours : 

(a, p) = const. 

Mais, cette équation peut avoir lieu : 1^ ou bien identique- 
ment; â"" ou bien non identiquement. 

1*" L'expression (a, (3) peut être identiquement nulle, ou elle 
peut se réduire idenliquement à une constante déterminée, et 
Ton peut toujours faire en sorte que celte constante soit Tunité : 
il suffit pour cela de multiplier ou diviser Tune des intégrales a, (3 
par un facteur convenable. 

Si a, (3 sont deux intégrales normalesy nous avons vu que 
(a, P) est égale à l'unité ou à zéro, suivant que a et P sont con- 
juguées ou non (n* 09). 

2*" Si l'équation (a, (3) = consL n'est pas identiquement 
satisfaite, c'est-à-dire si elle n'a lieu qu'en vertu des équations 
canoniques, alors la constante du second membre sera une 
constante arbitraire, et l'équation : 

(a, p) = const., 

sera, comme nous le verrons dans la suite, une intégrale des 
équations canoniques. Mais il peut ici se présenter deux cas : 
Premier cas : Ou bien la fonction (a, (3) peut être seulement 
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une combinaison des seconds membres des intégrales a et p, 
et alors Téquation : 

(a, j3) = const,^ 

n^est pas une intégrale nouvelle, mais seulement une combi- 
naison dés deux intégrales a et (3. 

Second cas : Ou bien la fonction (a, (3) est une fonction de 
^ Y 9i 1 — 9» « Pi ) •*• P») indépendante de a et p, et alors Téquation : 

[oL, p) = const.^ 

est une nouvelle intégrale qui ne résulte pas d'une combinaison 
des deux autres. 

Dans ce dernier cas seulement, le théorème de Poisson 
permet de trouver une nouvelle intégrale, lorsque l'on en 
connaît deux. 

lis. Soient «m ««, ... <x«,« ^ intégrales quelconques, et soient 
/*, g deux fonctions de <Xi, a,, ... (x„, de manière que /*, g soient 
aussi deux intégrales. Il est facile de démontrer que Ton a : 

la somme s'étendant à toutes les combinaisons binaires des 
m constantes «i, a,, ... a^. 
En effet, on a : 



Or, 



^ VDç, Dp< Dp.. Dgi/ 

D/" D/* Da, D/* Oa, D/* Da„ 

d(^,- Dai dÇj da^ d^,- Da^ Df ^ 

D/' __ D/* Da, D/" Daj D/" Da„ 

Dp, Dai Dp< Daj Dp< D«,„ Dp,. 

Dg Dj Da, Dgf Do, Djf Da„ 

— ^— K3 ' I —— — ^ — ^ — — "^ ••• "f- — — — — 

Df^ Dai Dçr^ Das Df^ Da„ Dqf| 

Dg D^ Dai <)^ ^^t <)9 i^J^m 

Dpj Daj Dp, Dûtj Dpj- Djc^ Dp< 
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En substituant et réduisant, il vient : 

D'après cela, si Ati, A:,, ... k^ sont m fondions, telles que /; g, 
des m constantes «i, <%,,.. a^, nous aurons pour une paire de 
ces fonctions : 



la somme se rapportant aux combinaisons binaires de a. , a,, ... a 
c'est-à-dire aux indices i et /. 



M« 



114. Nous pouvons déduire de là les équations inverses que 
Ton obtient en considérant «1,0,, ... a^ comme des fonctions 
de Ati, A:,, ... k^. Nous trouverons ces équations inverses en rai- 
sonnant de la même manière que ci-dessus, ou bien en multi- 
pliant réquation (4) par ^^^7!^, et faisant la somme par rapport 
à p, 9. Nous aurons : 

<■■■•''= 2 l^iC. y. m 

la somme se rapportant aux combinaisons binaires de A:i, A:,, ... A:^. 

Cette réciproque serait en défaut dans le cas où les équations 
qui expriment Ati, A:,, ... A:^, en fonction de a,,a,,... a^, ne sont 
pas indépendantes les unes des autres, hypothèse que nous 
excluons, en supposant que A:|, A:,, ... A:^ sont m intégrales 
distinctes. 

115. Les formules que nous venons de trouver conduisent 
aux conséquences suivantes : 

l"" Si /* est une fonction donnée de a., a,, ... o^, la détermi- 
nation d'une autre fonction 9, telle que l'on ait [f^g)=sO, dépend 
de rintégration d'une équation aux dérivées partielles linéaire 
du premier ordre f ). 

{*) Nous reviendrons plus loin sur cette propriété. 
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2* Il est impossible que l'on ait (it.., ii)=*0, poor tontes les 
combinaisons binaires de i|, i^, — i;»« à moins que Ton n*ail 
{og^ a^)=^Oy pour tontes les combinaisons binaires de Of, «,, ... â^. 

tic Comme exemple de la première de ces conséquences, 
considérons nn cas qui se présente dans beaucoup de questions 
de dynamique. 

Soient a^^a^^a^ trois intégrales telles que l'on ait : 

et soit proposé de trouver une fonction g de ai, a,, o^, telle que 
Ton ait : 

En faisant /'=»at, dans la formule (3), il vient, en ayant égard 
aux formules précédentes : 









Par conséquent, la condition {etg^g)=0 nous donne Téquation 
aux dérivées partielles linéaire du premier ordre : 

as- oj-— = 0, 

de laquelle cm tire : 

9 ==^(«4 H- 4), 

4^ étant une fonction arbitraire qui peut aussi contenir a^ d'une 
manière arbitraire. 

ti7. Remarque. — Il est facile de ?oir que si Ton pose : 

on aura identiquement : 

quelle que soit la fonction g dea^^a^^a^. 
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On a, en effet. 






1 «1 

-4-1 I «j . 

Or, 

D/* D/" D^ 

— =2a|.y', — = 2a, .p', — =»2«j.y'; 

Oai Da^ Oocj 

par conséquent, tous les termes du second odembre se détruisent 
deux à deux, et Ton a : 

(/;9)=o, 

quelle que soit la fonction arbitraire 9 de a^, «t, ^. 

IIS. Cas particulier. — Si les constantes ^i, 0c,, ... sont des 
éléments normaux, nous aurons, en les désignant par a^ , a,, ... a., 

/; gr désignant deux fonctions quelconques des éléments nor- 
maux, ou deux intégrales quelconques (n"" oe). 
Si, dans cette dernière formule, on fait f==a^, on trouve : 

si l'on suppose /"= 6., il vient : 

119. Remarque L — Dans le cas où l'intégrale des forces 
vives existe, nous pouvons supposer que la constante des forces 
vives h est un des éléments. On sait que l'élément conjugué 
à A est T (n"" los), et que t n'entre explicitement dans aucune 
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des intégrales, excepté une seule, c'est Tinlégrale conjuguée à h\ 
qui est : 

^. OV 

Si donc g est une intégrale quelconque ne renfermant pas t 
explicitement, elle ne peut pas contenir r, puisque toute com- 
binaison des intégrales normales qui renfermerait la constante t, 
devrait la renfermer sous la forme < + t. 

Or^ pour chaque intégrale de cette espèce, nous aurons , en 
vertu de la formule (o<, //) «=» — 1|. , 

Mais, g ne contenant pas r explicitement, on a : 

par conséquent, 

(A,9) = 0. 

Si, au contraire, g renferme explicitement le temps, elle le 
contient sous la forme ^ + r, et l'on a : 

et, par suite, 

(A,(/) = -1. 

I90. Remarque IL — Il est facile de conclure du théorème 
de Poisson que, si V intégrale des aires a lieu par rapport à deux 
des plans coordonnés^ elle a aussi lieu par rapport au troisième 
plan. 

En effet, en posant : 

dt ^' dt ^' di ^' 
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on a pour deux de ces intégrale^ : 

f(yz'^zy')dm = p. 

Or, réquation : 

(a, p)s=con«(., 

nous donne : 

f{zx* — xz') dm = const.^ 

ce qui est ia troisième intégrale des aires. 



XX. 



Théorèmes de M. Bertrand. 

191. Poisson n'avait tiré aucune conséquence de son théo- 
rème. C'est Jacobi qui, trente ans après la découverte de Poisson, 
a le premier signalé l'utilité de ce théorème qu'il considère 
comme le plus important du calcul intégral f). c Cependant, 
» dit-il, on le croirait complètement inconnu; car, on ne le 
» trouve dans aucun Traité de mécanique, ni dans aucun 
» ouvrage sur l'intégration des équations diflerentielles. » 
Jacobi n'hésite pas à en conclure que probablement personne, 
ni Lagrange, ni Poisson lui-même, n'en a soupçonné l'impor- 
tance. 

Le théorème de Poisson conduisit Jacobi au théorème suivant: 

Théorème de Jacobi. — Dans tout problème de mécanique 
auquel s'applique le principe des forces vives, si l'on connaît 
deux intégrales autres que celle des forces vives, on pourra 
trouver toutes les intégrales restantes, sans aucune nouvelle 
intégration. 

Nous avons démontré le théorème de Poisson étendu au cas 

{*) Jacobi, Nwa methodtu (JournàIi de Crbllb, t. LX, pp. 45 et 46); 
Comptes rendus, Paris, 1840; Journal de LiouvUle, t V, p. 350. 
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général des équations canoniques, en supposant que H est une 
fonction de ^ 9o ...9», Pi, ... p». 

Il est facile d'en déduire Je théorème de Jacobi. 

En effet, puisque, en vertu du théorème de Poisson, (a, P) est 
constante pendant toute la durée du mouvement , il en résulte 
que cette quantité égalée à une constante arbitraire est une 
troisième intégrale du système proposé. 

Il paraîtrait donc, et c*est en cela que consiste le théorème 
de Jacobi f), qu'il suiBt de connaître deux intégrales d*un pro- 
blème de mécanique, ou, en général, d'un système canonique, 
pour avoir la solution complète par une série de différentiations 
seulement. 

En effet, (a, (3) étant une fonction de g^, ... 9., p^, ... p., t, 
si on l'égale à une constante arbitraire, l'équation : 

{a,p) = r, 
sera une intégrale du système. 

En appliquant de nouveau le théorème, nous aurons une 
nouvelle intégrale : 

et ainsi de suite. 

199. Mais l'examen approfondi de cette question a montré 
à M. Bertrand f *) que la méthode d'intégration fondée sur le 
théorème de Poisson est loin d'avoir l'importance que Jacobi 
lui avait attribuée d'abord. Les cas où ce théorème conduit à une 
nouvelle intégrale sont plus rares que ceux où il n'atteint pas 
ce but. 

Quelquefois aucune des combinaisons deux à deux par le 
théorème de Poisson, des intégrales qui forment la solution 
complète, ne donne une intégrale nouvelle; dans d'autres cas, 
une partie de ces intégrales combinées deux à deux ne donne 

(*) Nova fMthodus, p. 43. 

{**) Journal de Liouville, t. XVII; Imschenbtsky, p. 182. 
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pas d'intégrale nouvelle. M. Bertrand, profitant des cas d*excep- 
tion, a imaginé une méthode spéciale d'intégration des équations 
canoniques. Il a reconnu que, dans ces cas d'exception, il est 
souvent possible de trouver un nombre plus ou moins grand 
d'intégrales nouvelles au moyen des intégrales déjà connues. 
Si l'on parvient ainsi à connaître la moitié des intégrales, on 
peut, comme nous l'avons vu (n"" I04), en appliquant le théo- 
rème de M. Liou ville, compléter la solution du problème au 
moyen d'une fonction V qui donnera toutes les autres intégrales. 

198. Comme nous Pavons vu (n"" II9), les deux intégrales 
données : 

ne conduisent pas à une nouvelle intégrale par l'application du 
théorème de Poisson : 

1* Lorsque Texpression (a, P) se réduit identiquement à une 
constante numérique quelconque, laquelle peut être nulle; 

2"" Lorsque l'expression (a, (3) se réduit à une fonction de a 
et de P, en sorte que l'expression : 

» 

(a, p) = con$t.y 
est une combinaison algébrique des intégrales a et p. 

194. Ainsi, par exemple, si dans les équations canoniques 

la fonction H ne renferme pas explicitement le temps ^ on sait 

(n"" 19) que l'équation : 

H = consLy 

est une intégrale de ces équations. 

Il est facile de voir que, si l'on prend cette intégrale pour 
l'intégrale a, toute autre intégrale, combinée avec elle par la 
formule de Poisson, donnera un résultat illusoire. 

En effet, soit d'abord : 

une autre intégrale quelconque ne renfermant pas explicitement 
le temps. 
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En écrivant que (3 est une intégrale des équations canoniques, 

c'est-à«dire que l'on a : 

rfô 

5F = «' 

en verlu des équations canoniques, il vient : 

D8 dqi Dp dpi 



2(^ 



.D^j (fj Dp, cif 

OU bien : 



^ /D|3 DH Dp DH\ 
^ \D7, Dp.- Dp,. Dçj 



or, cette équation n'est autre que : 

(p, H) = 0. 
Si rintégrale ^ renferme explicitement le temps, et si Ton a : 

P = ^-*- ^(9,, ... 7„,pi, ...pj, 



la fonction 4^ ne renfermant pas explicitement le temps, nous 
aurons : 

f/j3 DS 

(It Df ^ \Dgr, /if Dp 



Df ^ W /if "^ Dp.. dJ' 



Or, si nous écrivons que (3 est une intégrale des équations 
canoniques, c'est-à-dire que Ton a : 

en vertu des équations canoniques, il vient, en observant que : 



l'équation 

ou bien : 
d'où : 






1 



^ /Dp DH Dp DH\ 



1 -*- fp, H)=-0, 

(P,H)«-I. 
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Ainsi donc, dans le cas où H ne renferme pas explicUenient 
le temps t , il est impossible de former une nouvelle intégrale 
par la formule de Poisson appliquée à deux intégrales dont l'une 
serait H «=> const. 

Cest ce qui arrivera y en particulier, lorsque l'une des deux 
intégrales a, (3 sera V intégrale des forces vives. Nous aurons le 
théorème suivant : 

Théorème. — Toute intégrale combinée avec celle des forces 
vives donne à l'équation de Poisson une forme illusoire. 

196. Le théorème de Poisson peut, comme nous venons de 
le dire, conduire de deux manières différentes à un résultat 
illusoire. Il peut arriver : ou bien que l'équation de Poisson se 
réduise à une identité, telle que = 0, ou 1=>1, ou bien 
qu'elle donne une intégrale qui soit une combinaison de celles 
dont on l'a déduite. 

M. Bertrand a démontré (*) que ces deux cas se rattachent 
l'un à l'autre; il en conclut, par conséquent, que, pour les étu- 
dier, il suffit de considérer les intégrales qui , combinées avec 
une intégrale donnée, donnent à l'expression de Poisson une 
valeur identiquement consinnfe. Il indique ensuite le moyen 
de trouver l'une de ces intégrales lorsque l'autre est connue, 
et il prouve qu'il en existe toujours. 

I9e. Voici le théorème qui permet de rattacher l'un à l'autre 
les deux cas d'exception : 

Théorème. — Si a = ç, (3 = ^ sont deux intégrales d'un 
méfiée problème f telles que (a^ P) est une fonction de a et de (3^ 
f7 existe toujours une fonction de a et de i^^ qui, égalée à une 
constante y, donnera une intégrale telle que (a, y) soit identique-^ 
ment égale à l'unité. 

En effet, on a, par définition : 










(*) Journal de LUmvUle, U XVII, p. 393. 
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or, y étant une fonction de « et de P, on a : 

Dpj Da Df)< d^ dp< 

Dy ' yy "boL Dy Dp 
Dqf( Da d^j Dp Dç^ 

par suite, en réduisant, 

Dy 

(a, r) = («, p)--- 

Si donc (a, P) est une fonction de a. et de p, ou pourra déter- 
miner 7 par l'équation différentielle partielle : 

laquelle nous donne Téquation différentielle ordinaire : 

I 

I rfr __ rfp 

! T""(^)* 

; Par conséquent, on peut toujours faire en sorte que : 

(a, r)=*i. 

■ 

I 

Ce théorème peut être généralisé de la manière suivante : 

199. Théorème. — Si a=3(p, ^==3^ $oni deux intégrales 
d'un même problème, et si, en le$ combinant par la formule de 
Poisson, on trouve une troisième intégrale : 

(«, p)«r, 
puis une quatrième : 

(a, r) « <^, 

puis une cinquième : 

et ainsi de suites si l'on arrive enfin à une intégrale : 
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telle que l*on ait : 

ç = F(a, p, r, ...if)n, 
t7 exi$te toujours une ou plusieurs intégrales de la forme . 

quif combinées avec a, donnent identiquement : 

(a, Ç)«0, OU (a, Ç) = i. 

Pour démontrer ce théorème, considérons l'expression : 






( 

et remplaçons les dérivées de Ç par leurs valeurs obtenues en 
considérant Ç comme une fonction composée; nous aurons, 
après quelques réductions : 

(a, Ç) = (a, P)^-^(«i ^)^ -*-••• ■*■(«» «y)^ 

*= ^ ;^ "*■ ^ r" "*" "'."^ *^v*' P' ^> ••• v) r- • 

Si maintenant on veut déterminer l de manière que l'on ait : 

(«, Ç) = 0, ou (a, f)«l, 

on devra intégrei' l'une des deux équations linéaires aux dérivées 
partielles suivantes : 

r - + ^ --*-••• -H F(«, jB, r, ...If)— =0, 

dp oy Dif 

ou bien : 

r--*-^ — -*-••• H- F(«, p, r, .. »;)7-=^ 



(*) Il est évident que l*on doit arriver h une intégrale Ç jouissant de cette 
propriété d*étre une fonction des précédentes; car, la suite des intégrales 
distinctes ne peut pas se continuer indé6niment» puisque le nombre total 
des intégrales des équations canoniques est limité. 
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donl les intégrales satisferont à Tune ou à l'autre des conditions 
précédentes. 

Donc, les intégrales des systèmes d*équations simultanées 
ordinaires : 

dp_dr ^d$ ^ _ dif _ c/ç 

r ~ ^ "" f F(a, p, r, ...h)~"Ô"' 

dp dy dâ dif rfÇ 

"r """? ""T F(a, p, r, ...vl'^T' 

nous donneront les intégrales générales des équations linéaires 
ci-dessus. Or, si Téquation en \ renferme A: variables indépen- 
dantes, son intégrale générale sera une fonction arbitraire de 
il: — \ fonctions distinctes, et elle contiendra, par conséquent, 
k — 1 intégrales distinctes satisfaisant à la condition énoncée. 
On conclut de là le théorème suivant : 

199. Théorème. — Une intégrale étant donnée, il y en a 
une ou plusieurs autres qui, combinées avec celle-ci, conduisent 
à des équations identiques. 

Soit: 

une intégrale donnée d'un problème de mécanique. 
Si l'on prend une seconde intégrale du même problème : 

et si on la combine avec a, on formera l'expression (a, (3). 

Si cette expression est identiquement constante, le théorème 
est démontré; sinon l'expression : 

(a, p) = r, 

sera une nouvelle intégrale. 

On formera alors l'expression {oc, y), laquelle sera identique- 
ment constante ou non : si (a, y) est constante, la proposition 
est démontrée, sinon l'on posera (a, 7)=^^, équation qui sera 

une nouvelle intégrale, et ainsi de suite. 

14 



( 2i0 ) 

Ed continuant ainsi, on arrivera à une fonction i; qui est : 
l"" Ou bien une constante, et la proposition est démontrée, 
puisque la fonction précédente satisfait à la condition énoncée; 
â"" Ou bien une fonction des précédentes (*) : dans ce cas, 
comme on sait (n'^ tv), en formant une fonction Ç convenable 
des intégrales successivement obtenues, on aura une intégrale 
qui, combinée avec a, donnera un résultat identique. .On a même 
Yu (n"" 199) que l'on peut obtenir plusieurs intégrales distinctes 
les unes des autres, telles que Ton ait : 

(a, Ç)=0, ou (a, ê)==i. 

Nous avons vu (n"" 194) que Tintégrale des forces vives 
donne toujours un résultat identique, quelle que soit l'intégrale 
avec laquelle on la combine. Combinée avec une intégrale cl ne 
contenant pas explicitement le temps, elle donne (a, H) = 0; 
et combinée avec une intégrale renfermant explicitement le temps, 
elle donne (a, H) = — 1 . 

On pourrait se demander si l'intégrale ^ dont nous venons 
de démontrer l'existence, et telle que l'on ait : 

(a, Ç) = 0, ou (a, Ç) = i, 

n'est pas ou l'intégrale des forces vives, ou une fonction de cette 
dernière. 

Le théorème suivant prouve que l'intégrale des forces vives 
n'est pas la seule qui remplisse cette condition, ce qui d'ailleurs 
est déjà évident, puisqu'il existe un grand nombre de fonctions i. 

199. Théorème. — Quelle que soit une intégrale donnée : 

il existe toujours au moins une autre intégrale X, qui n'est ni 
l'équation des forces vives, ni une fonction de celle-ci, et qui, 
combinée avec a, donne un résultat illusoire : 

(a, :i) = 0, ou (a, i) = i. 
Ç) Car les intégrales distinctes sont en nombre limité. 
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Soit p une intégrale quelconque différente de celle des forces 
vives : 

d'après ce que nous avons vu (n"" ttv), si, en conobinant a avec p, 
puis avec les intégrales résultantes, on arrive, après k opérations, 
à une intégrale rentrant dans les précédentes, la fonction qui, 
combinée avec a, donne un résultat illusoire, est déterminée par 
une équation aux dérivées partielles à k variables indépendantes. 
Cette fonction aura, par conséquent, k — 1 formes différentes. 

Pour ft=l, c'est-à-dire si le cas se présente après une seule 
opération, l'intégrale sera une combinaison de a et de P; par 
suite, elle est différente de celle des forces vives. 

Pour k'=% nous aurons : 

(a, p) « r, 

or, si l'on cherche par la méthode indiquée ci-dessus (n® 199), 
une intégrale ^(a^ 3, y) qui, combinée avec a, donne un résultat 
identique : 

(a, ^) = 1, ou («,^) = 0, 

cette intégrale sera ou non celle des forces vives. 

Si cette intégrale ^ est précisément l'équation des forces vives, 
nous aurons : 

d'où l'on lire : 

r = Ç(a,p,H). 

Considérons maintenant une fonction Ç(a, (3, H) qui, évidem- 
ment, sera une intégrale; nous aurons : 

Kf) = (a,p)|^(«,H)^ = (..p)|=ç(,,p,H)|n. 
(*) Puisque (a, H) = 0. 
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Gela posé, si l'on détermine Ç par la condition que Ton ait la 
relation : 

la fonction Ç ainsi déterminée satisfera à la condition proposée : 

(«,ê)=i; 

de plus, elle sera distincte de celle des forces vives qui donnerait : 

(«, H) = 0, 
puisque a ne contient pas explicitement le temps. 

r 

Ayant examiné le cas où l'on suppose k=% supposons qu'en 
combinant a avec P, puis avec les intégrales 7, S^ ... que l'on 
obtient successivement, on trouve une intégrale e pour laquelle 
on ait : 

(a. f ) = 1 , 

cette intégrale e sera évidemment différente de celle des forces 
vives, et la proposition sera encore démontrée. 
Si, au contraire, on trouve : 

et que e soit précisément l'intégrale des forces vives, ou une 
fonction n(H) de cette intégrale, on aura, en désignant par $ 
l'intégrale qui, dans la série des opérations, précède immédiate- 
ment e. 

Or, il est évident que si, au lieu de l'intégrale (3, que nous 
avons prise pour point de départ, on avait pris ^, toutes les 
intégrales successivement obtenues auraient été divisées par n(H j, 
et Ton aura eu : 



("'ïïni))=*' 



(H) 

(le sorte que j^r est une intégrale distincte de celle des forces 
vives, et qui, combinée avec x , donne un résultat identique. 
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Des théorèmes précédents, M. Bertrand déduit celui-ci : 

I30. Théorème. — Quelle que soit une intégrale donnée a, 
on peut toujours compléter la solution du problème en y adjoi^ 
gnant d'autres intégrales P^, (3j, ,.. (3,n_i, lesquelles, combinées 
avec a, donnent à l'équation de Poisson une forme identique : 

(«, PO = i , («, Pf) = 0, ... (a, Ptn^i) = 0. 

Comme nous l'avons vu par le théorème précédent, quelle que 
soit rintégrale a, il existe toujours une fonction Pi, telle que : 

(«,pi) = l. 

Nous devons maintenant démontrer qu'il existe 2n — 2 inté- 
grales distinctes de a et de Pi , qui , combinées avec a, donnent 

(a,P) = 0. 

Désignons par |x le nombre des intégrales satisfaisant à cette 
condition, p„ ... p^^i, et supposons que l'on ait (x4-l<2ii— 1. 
Il existera évidemment alors d'autres intégrales indépendantes 
de celles-là, ainsi que de a et de j3|. 

Si (3^+, est une de ces intégrales, nous aurons : 

(«> Pfl+i) = PaH-8» 

{3^^5 étant, par hypothèse, différent de zéro. Je dis que (3^^ sera 
aussi différent de Tunité; car, sans cela, des équations : 

on déduirait évidemment : 

d'où il résulterait que (3^_,., — Pi serait une fonction de P„ 
Pj, ... P^i, et, par suite, que P^j ne serait pas une nouvelle 
intégrale. Par conséquent, p^^^ est différent de Tunité. 
Puisque P^^., est différent de zéro et de l'unité, posons : 

(a>P/*+4) ==?/*+»» etc. 
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Nous finirons évidemment par trouver une intégrale |3 qui 
sera identiquement constante, ou bien une fonction des précé- 
dentes. 

Soit: 

cette intégrale. 

Cela posé, désignons par y une fonction des intégrales a, (3^^,, 
Py.i+3, ... Pyti+i-i, et posons : 

9/ s= CT(a, Pyui+i, ... P/A+i_i) ; 

nous aurons : 

(a, r)==« («, p/*«) ■— -^ (a, P/x+b) — h ... -4- (a, Pp^.i) 






ou bien : 

(a, y) == p^^ ~ H p^^ — H ... -4- F (a, f^^.,, ... P/*+<_i) 



Si Ton pose : 

(a, r) = 0, 

on a réquation différentielle partielle : 

qui pourra servir à déterminer la fonction 17 ou 7 en fonction de : 

Or, 7 sera une intégrale nouvelle; car, sans cela,* 7 serait une 
fonction des intégrales primitives a, p^, ... (3^^i, et Ton aurait 
une relation telle que : 

r = A«i P*» - P/*+i) 5 

mais, 7 satisfaisant à Téquation : 

(«,r) = 0, 



( 2i5 ) 
on aurait : 

et, par conséquent, il existerait une relation entre les intégrales 
«1 Pi» Pîi — P/x+i» ce qui est contraire à Thypothèse que toutes 
les intégrales : 

sont différentes entre elles. 

Nous avons donc fait une hypothèse inapossible en supposant 
fji-i-l<2ii — 1. Par conséquent, fx-4-l=2n — 1, et le théorème 
est démontré. 

tst. Les théories précédentes peuvent donc être résumées 
de la manière suivante : 

Théorème. — Étant donnée une intégrale a, autre que celle 
des forces vivesy et indépendante du temps, la solution du pro- 
blème se composera : 

l^ De 2n — 2 intégrales comprenant a, qui sont indépendantes 
du temps, et telles que, combinées avec a, elles donnent : 

i étant l'une quelconque d'entre elleb; 

2® D'une autre intégrale |ut, également indépendante du temps, 
et telle que : 

(a, A*) = 1 ; 

5** D'une intégrale v de la forme : 

telle que : 

(«,v) = 0. 

139. Remarque I. — Si Ton se rappelle la défmition que 
nous avons donnée des intégrales conjuguées (n° 99), on verra 
que les deux intégrales a et p qui nous donnent : 

(a, A«) = i , 

sont conjuguées. 
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On verra aussi que Tintégrale v qui contient le temps, est le 
conjuguée de l'intégrale des forces vives. En effet, on aura, 
comme il est facile de s'en assurer : 

133. Remarque IL — Pour appliquer la théorie de M. Ber- 
trand, il faut connaître une intégrale a, et alors on a à déter- 
miner 2n — 1 intégrales satisfaisant à l'équation différentielle 
partielle linéaire du premier ordre : 

(a,i) = 0, ou (a, A)=l, (A) 

l étant la fonction inconnue. 

Mais la fonction l doit aussi satisfaire à l'équation : 

(A,H)==0. (B) 

Si donc on peut intégrer l'équation (B), il suffira de chercher, 
parmi les solutions de (B), celles qui satisfont à l'équation (A); 
sinon, on aura à chercher les solutions communes aux équa- 
tions (A) et (B). 

134. Nous avons vu (n"^ 130) qu'une intégrale a, étant donnée, 
on peut compléter la solution du problème au moyen des inté- 
grales Pi, (3,, ... (3,^_i, qui, combinées avec a, donnent toutes 
à la formule de Poisson une forme identique. 

Il ne faut cependant pas en conclure que toutes les intégrales 
du problème soient dans le même cas. 
Soit, par exemple, l'intégrale la plus générale : 

nous aurons : 

(a, tj) = («, Pi) — H- (a, fij)— H- .. -♦- (a, pu-i) 



= (a, S,) — = 

^^ Dp, Dp, 

Par suite, l'expression (a, >?) ne sera identiquement constante 
que si ^ est constant lui-même. 



. i_f^«*i 
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Il en résulte que toutes les intégrales >7, en nombre inflni, 
provenant de la combinaison de a, p,, (B,, ... (B,— i^ donneront 
un résultat identiquement nul, si on les combine avec a. 
Au contraire, les intégrales qui contiennent (3^ peuvent conduire 
à des résultats non identiques. 

135. Comme application de la méthode de M. Bertrand, 
nous reprendrons le problème du mouvement d'un point maté- 
riel attiré vers un centre fixe par une force en raison inverse 
du carré de la dislance. 

Les équations du mouvement étant: 



dx , dx' iix 

dt^^' ~di^~'?' 

dt^^^' dt r'' 



(i) 



le principe des aires nous donne l'intégrale : 

xy' — yx' = const. = a . (2) 

Cherchons une seconde intégrale : 

P = ^{x,y,x\y',t). (3) 

satisfaisant à l'une des conditions : 

(^,«) = 0, ou (|3,a)=i. 

Nous aurons les deux équations différentielles partielles 
linéaires : 

. DS DÔ D8 DQ 

^ Dx' -^ Dx Dt/' Dy _ ' 

Pour inlégrer la première, nous devons intégrer le système 
d'équations simultanées ordinaires : 



dx' dx 



^^^^^"H. 



y' — y x' X 
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OD trouve facilement que les quatre intégrales de ce système sont : 

et, par conséquent, l'intégrale la plus générale de l'équation (4) 
est : 

p = F(x' ^- y\ x" -4. y'\ xx' + yy% 

OU bien, si le temps ^ doit y tigurer : 

p = ( -4- F(x« H- y% x" -4- y'S xx' + yy'). 

On verra de même que l'intégration de l'équation (5) se 
ramène à l'intégration du système d'équations différentielles 

ordinaires : 

dx' dx dy' dy dp 

- = = - = — = — — j 

— y — y X X i 
on en tire : 

dx dy dx' ^ dy' 

dp ^' dp^""' df^~^' df^""' 

d'où l'on déduit lés intégrales : 

X = A CCS (p H- A), y = A sin (p -+- /:), 
x' «= A' ces (p -4- A'), y' = A' sin (p -4- h'\ 

A, A\ A;, A;' étant des constantes arbitraires. Ces dernières nous 
donnent : 

x'-4-y' = 6|, x'* -4- y'* = 6î, xx' -*- yy' = 6s» 

arc tg - — p = 64 . 

X 

L'intégrale la plus générale de l'équation (5) est, par conséquent : 
p = arc tg - -4- F^(x* -4- y', x" -4- y'S xx' -♦- yy% 

X 

OU bien, si t doit figurer dans l'intégrale, 

y 

P = t -4- arc tg - -4- F,;x' -4- y\ x'* -4- y", xx' -4- yy'). 

X 
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Si maintenant nous posons : 

ces deux systèmes d'intégrales pourront s'écrire : 



ou bien : 



P = F(w, V, W)y 
P=«-*-F(w, t?, U7), 



t/ 

Ô = arc ig - 4- Fi(m , r , w?), 

t/ 
^ s e + arc tg - + Fi(M, t?, ti?) . 

X 



(6) 



(7) 



tse. Il nous reste maintenant à déterminer quelles sont les 
intégrales du problème comprises dans les formes (6) et (7). 
Pour cela, nous devons exprimer que les dérivées totales par 
rapport à ^sont nulles, en vertu^des équations du mouvement. 

Considérons d'abord la première équation (6) : 

j3 = F(w, V, w). 

La condition ^ = 0, nous donne : 

Dp dx Dp dy Dp dx' Dp dy 
ïxdt DyrfT Dx'^^Dy^rfT"" 

Or, on a : 

Dp DP Dm DF Dw dp Dm? DF , DF 

-i-=: H 1 =2X \- X' » 

Dx Du Dx Dv Dx Dto Dx ^u ^w 

de même : 

D3 DF DF 

— = 2y h-y' — y 

^y :^u liw 

Dp ^ DP DF 

-^ = 2x'— ^ X—, 
Dx Dv Du? 

DP DP DP 

-i_=:2y'— + y — • 
Dy Dr Du; 
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Substituant dans FéqualioD (8), et ayant égard aux équations (1), 
il vient : 

^ W ^ /au? DF / uu\ DF 

2ti; 2— — ^- tJ— 4- — = 0, 

OU bien, en remplaçant r par sa valeur en fonction de u : 

^ DF 2fxii? DF / f* \ DF 



u* V 11" 



Or, l'intégration de cette équation différentielle partielle se 
ramène à l'intégration du système ordinaire : 



du dv dw dF 

2fi7 ^tiw tt ' 



dv 


dw 


!2fAU7 


v-^ 


5 


V j 



U* ti» 



on en déduit les équations suivantes : 

c/F = 0, fiu '^du -*- di? = 0, 2u;du7 = vdu -4- wdf? , 

dont les intégrales sont : 

F = C, V ^flU * = c', UV — fl7'=c". 

Par suite, la valeur générale de ^ est : 

j3=y\i; — ^fiu \ UV — U/*y, 

OU bien : 

Cette intégrale n'est autre qu'une combinaison de l'intégrale 
des forces vives et de l'intégrale des aires; par conséquent, elle 
ne peut former une nouvelle intégrale du problème. 

Si nous prenons maintenant la seconde équation (6) : 

P=zt -^ F(W, Vf W)y 
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et si Dous exprimons qirelle est une intégrale, nous trouvons 
l'équation suivante : 

DF ^ /t^ti; DF / /* \ î)F 

Pour intégrer cette équation, il faut poser : 

rfF ^du 



nous concluons de là : 



dv 


dw 


2fiw 


A* 


s 


V — - 



W» tt* 



du -i 

aF = , V — 2fitu * = C|, tiv — ti7*=3Cj, 

2tl7 

d'où l'on tire : 

— du 



dF = 



2 V Cj -♦- tt(ci-4-2fAU *) 

et, en intégrant, 



F==— / -^cx. 

t/ 2\/ — C2-t-w(ci 



du 

2fAw"^) 



Par suite, la valeur générale de ^ est : 

p=3f — / -^flv — 2^w *, uv — wn. 

^ 2 V — Cj-*-w[ci-*-2^w *J 

En égalant la fonction arbitraire 9 à zéro, et remplaçant u 
par r*, on trouve : 

/dr 
—7=; (9) 

\ / Cj 2a* 

▼ r* r 

c'est ^équation qui détermine le temps en fonction du rayon 
vecteur. 



! 
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Cherchons mainteDant si le problème admet des intégrales 
de la forme : 

y 

p = arc tg - -4- F,(w, t?, to). 

X 

La condition ^"=0, nous donne : 

Dp dx Dp dy Dp dx' Dp dy* _ 
DxdT Dy^ Dx'^ Ty' ~di ~ ' 

Or, on a : 

-L -= — --♦-2x h x' — » 

Dx U Du Du? 

Dp X ^ DF, DFi 

-L.= - -4-2y H y — » 

^y u Du Du? 

DP ,DF, DF, 

Dx' DV Du? 

Dp ,DF, DF, 

Tiy' ^ Dr ^ Du; 

Par suite, en substituant, et ayant égard aux équations (1) : 

xy'-yx' ^ DF, 2f*, , , dF, f ,_ ,_ fiUFi ^ 
•^ ^ — h2u7 T(xx'-*-yy')— -*- x"-4-y'*— - — =0, 

OU bien, en introduisant les quantités u, t;, u; : 



Vuv — w^ î)Fi 2/uu) DFi / a \ DF, 

H 2u? —. h ( V — -~-l — «0. 

u :iu t Dv I i I Du; 



u» \ u* 



La fonction F| est donc déterminée par l'intégration du sys- 
tème ordinaire suivant : 

dFi du dv dw 



t/„i; — U)* 2u; _^ _±_' 
^ u' u* 
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on en tire : 



V — 2ftW ' == Ci, UV — M?' = Cj, 

du udFf 

2tt7 l/ttt) — w^ 



On a donc : 



ou bien : 



aF^ = au, 

2t/u' 






Par suite, 



V 



2t/ V ^1** ■*- 2fAtt' — Cj 



S = apctg / -4- y<U> — 2ati % tir-tD*l. 

^ ^^ ^uy CiU -*- 2fAtt' — Cj 

Eu égalant à zéro la fonction arbitraire (pi, et remplaçant u 
par r^, il vient : 




c'est précisément Xéquaiion de la trajectoire. 
Il est facile de voir que la quatrième intégrale (7) : 

y 

p == t H- arc tg - -+- Fi (ti, V, to), 



i n*est autre qu'une combinaison des intégrales (9) et (10), et, 

I par conséquent, elle ne fournit pas une nouvelle solution du 

problème. 

Les intégrales (9) et (10), jointes à celle des aires et à celle 

des forces vives donnent la solution complète du problème. 

■ 

j 189. La marche que nous avons suivie est la suivante : 

I Après avoir trouvé une intégrale aulre que celle des forces 
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vives, nous en obtenons une troisième, qui contient le tempsy 
par la condition que, combinée avec la première, elle donne à 
l'équation de Poisson la forme = 0; puis, nous trouvons une 
quatrième' intégrale, ne renfermant pas explicitement le temps, 
et qui complète la solution, en exprimant que l'équation de 
Poisson se réduit à 1 = 1. 

Il est facile de démontrer que cette marche sera toujours 
la même, lorsqu'il s'agira du mouvement d'un point dans un 
plan, ou, plus généralement, toutes les fois que les coordonnées 
des points du système pe uvent être exprimées en fonction de deux 
variables indépendantes. Nous allons donc démontrer que, dans 
le cas d'un tel problème, connaissant l'intégrale des forces vives 
et une intégrale a, il sera impossible d'en trouver une autre p, 
distincte des deux premières, ne renfermant pas explicitement 
le temps, et telle que l'on ait (a, P) = 0; mais, il y en a une 
autre telle que l'on ait (a, |3] = i. Au contraire, on peut tou- 
jours trouver une intégrale renfermant explicitement le temps, 
et telle que l'on ait (a, P) = 0. 

Soient, en effet. 



dq^ DH 
dt Dpi 


dt d^i 


dt dps 


dp, dH 
dt D^, 



(11) 



les équations différentielles du mouvement. 
Soient H = A, l'intégrale des forces vives, et : 

une deuxième intégrale. Cherchons s'il existe une troisième 

intégrale : 

^(?i^9t, Pi,Pt) = P, 

qui, combinée avec la seconde 9 = <x, donne à l'équation de 
Poisson la forme = 0. 
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0; 



(13) 



= 0. 



[U) 



En écrivant que la condition (a, (3) «=0 est satisfaite, on a : 

^qi ^Pi ^Pi ^i ^g* ^Pi ^P% ^t 

en outre, si (3 est une intégrale des équations (11), il vient, 
en supposant qu'elle ne contienne pas le temps : 

* DH Dp ' DH D|3 DH Dp DH Dp 

^i Dp, Dpi Dqr, Dqr, Dp, Dp, Dqr, 

enfin, l'identité (|3, P) =: 0, nous donne : 

Dp Dp Dp Dp Dp Dp Dp Dp 
— ^— — -—. ___ _^ ___ — — — ^— —~ 

Dg, Dp, Dpi Dfi D(/, Dp, Dp, D^.^ 

Si- l'on considère les quantités 5^1 5f-»|f-» ^i comme des 
inconnues, les équations (12), (15) et (14) seront des équations 
du premier degré par rapport à ces inconnues, pourvu que, 
dans l'équation (14), on regarde les coefficients comme égaux 
aux inconnues elles-mêmes. Ces équations feront connaître les 
rapports : 

Dp ^ Dp Dp Dp Dp ^ Dp 

^Pi ' ^qi ^Pt ^q^ ^qi ^i 

Or, ces équations seront aussi vérifiées, si l'on remplace les 
<*érivées J-J-, |£, ^. fj , par les dérivées ,^, |^, ^, |^ ('). 
Il est, en effet, facile de voir que, par cette transformation, la 
première équation devient identique, la deuxième exprimera 
que a est une intégrale des équations (11), cette intégrale ne 
renfermant pas le temps, et la troisième devient la première (12). 

Il résulte de là que les nouvelles quantités ont les mêmes 
rapports que les premières ; par suite, on a : 

Dp Dp Dp Dp 

^Pi ^Pi ^i __ ^qt 

lia Da "da Da 

^Pi ^Pt ^qi ^i 



(*) Bien entendu, la substitution ne doit pas être faîte dans les coefficients 
de réquation (i4). . 

15 



( 226 ) 

De cette suite de rapports égaux on conclut que P doit être une 
fonction de a, et, par conséquent, Téquation : 

(î = const.j 

supposée indépendante du temps, ne sera pas une intégrale 
nouvelle. 

189. Le raisonnement que nous venons de faire serait en 
défaut, si l'une des équations (12), (15) et (14) rentrait dans les 
autres, c'est-à-dire si ces trois équations se réduisaient à deux. 
Or, on aurait alors, d'après la théorie des équations du premier 
degré, des relations de la forme suivante (*) : 

^i ^q^ ^qi 



DÔ 


«^a 


.T^^H 


1 


= M — 


+ N — . 


Dp, 


Dpi 


^P^ 


DS 


,. ^a 


^r^^ 


r 


— M 


-+-N — , 


Dç, 


^i 


Dqr, 



-i- =M hN — » 

Dp, Dp, Tift 

M et N étant des fonctions quelconques de Pi, p^^ 9ii Qi- 

Or, de ces équations on tire, en les multipliant par dq^, dp^^ 
dq^, dp^ et ajoutant : 

dp e= Mda + N(2H. 

Par conséquent, P doit être une fonction de a et de H, c'est* 
à-dire que cette intégrale (3 doit encore rentrer dans celles que 
l'on avait déjà. 

ISO. Cela posé, observons que le problème ne comporte que 

(*) Oa obtient ces équations, en multipliant les équations (12), (13)et(14) 
respectivement par M, N, — i, et ajoutant. Si les trois équations se rédui- 
sent à deux, réquation résultante devra être une identité, et les coefficients 
devront être nuls séparément. 
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quatre intégrales distinctes : une qui renferme explicitement le 
temps, et trois qui ne le renferment pas explicitement. Il y a 
donc trois intégrales distinctesj et pas davantage, qui sont indé^ 
pendantes du temps. Or, de ce que nous venons de voir, il résulte 
que, parmi ces trois intégrales distinctes^ il y en a nécessaire-^ 
ment qui ne donnent pas (') à Véquation de Poisson la forme 
identique 0^=0. Mais nous allons voir qu'il y en a nécessaire^ 
ment une qui donne à Véquation de Poisson la forme 1 =3 1. 
Soit donc y une des intégrales qui ne donne pas : 

(a, r) = o, 
et soit : 

d étant une constante numérique ou non. 

Si i est une constante numérique, nous pourrons multiplier 
ou diviser y par une constante, de façon que Ton ait d«=al, 
et il est ainsi prouvé qu'il existe une intégrale qui, combinée 
avec a, donne à Téquation de Poisson la forme 1 = 1. 

Si S n'est pas une constante numérique, l'équation : 

(r= const., 

est une intégrale indépendante du temps. Cette intégrale est 
évidemment une fonction des trois intégrales précédentes : 
en effet, puisqu'il y a seulement trois intégrales distinctes, qui 
ne renferment pas explicitement le temps, toute intégrale nou- 
velle ne contenant pas ^ sera une fonction des trois autres. 
Nous aurons donc : 

Ceci établi, posons : 

^ sera une intégrale des équations proposées. 

(*) Puisque, connaissant Tintégrale des forces vives et une autre a, il n*x 
en a plus d'autre indépendante du temps qui donne (o^ ^) = 0. 




( 228 ) 
Or, on a : 



(«, ç) = (a, r)^^H-(«, A)^^» 



el, comme (a, A)c=0, il vient : 



(a, Ç) = (a, r)— = ^a, r, '0 — * 

Si donc nous posons : 

^a> r, A)— ==i, 

celle équation nous permettra de déterminer la forme de la 
fonction Ç qui, combinée avec l'intégrale a, donne à l'équation 
de Poisson la forme identique 1 e=. 1, et la proposition est 
démontrée. 

140. Il nous reste à prouver maintenant qu'il existe une 
intégrale de la forme : 

qui, combinée avec a, donne à l'équation de Poisson la forme 
= 0, c'est-à-dire telle que l'on ait : 

Â cet effet, considérons Tune quelconque des intégrales dans 
lesquelles figure le temps, par exemple : 

f = «-+-F(?i, Çî, Piy Pt)f 

et combinons cette intégrale e avec a. Nous aurons l'expres- 
sion (a, e), qui ne renfermera pas le temps. 

Or, cette expression (a, e) sera zéro, et le théorème sera 
démontré, ou une constante numérique, ou une intégrale 
nouvelle. 

Dans ces deux derniers cas, nous pouvons poser : 

(a, f) = n{a, p, h); 

car, toute intégrale indépendante du temps [c'est le cas pour (a, ;)], 
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peut être considérée comme une combinaison des trois inté- 
grales a, P, A. 

Dans le cas où (a, e) est une constante numérique, la fonc- 
tion n se réduira à une constante. 

Gela posé, nous pouvons ajouter au second membre de l'inté- 
grale e une fonction quelconque de (a, |3, A), et nous formons 
ainsi une intégrale nouvelle : 

ç, = f H- F(qi, qi, p„ Pi) -^ f{x, p, h) = €'¥- f{a, p, A). 

Nous aurons évidemment : 

(«, f,) = (a,.f) + («,/•(«, p, A)). 

Or, on a : 

^f ^f ^/* ^/ 

par conséquent, 

(a, £,)"={«» + («» 3)^' 

et, comme (a , P) = 1, il vient : 

Or, si Ton détermine la fonction /'par la condition que l'on ait : 



on aura : 
De l'équalion : 



on tire : 



(a. €i) = G. 

Dp 
df dp 



- («, i 



d'où; 

on aura donc l'expression de fen fonction de a, p, A, par une 
quadrature. 
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Ed adoptant cette expression de /*, l'intégrale e|, combinée 
avec a, donne à l'expression de Poisson la forme identique 0»>0. 

141. Il est facile de vojr qu'il n'existe pas d'intégrale nou* 
velle, contenant explicitement le temps, qui donne à l'expression 
de Poisson la forme 1 i=> 1 . 

En effet, l'équation : 

(a, f ,) = (a, e) -*- - » 

nous donne, en faisant (a, e^) «i 1, l'équation : 

n(a,p,À)-*--^ = 1, 

dp 

d'où l'on tire l'équation différentielle ordinaire : 

f/p df 

et, en intégrant, 

/'=p-/n(«,p,/Orfp. 

On voit donc que l'intégrale qui, combinée avec a, donnerait 
à l'équation de Poisson la forme 1=>1, est une combinaison 
des intégrales précédentes : elle est une combinaison de la pré- 
cédente avec p. 

XXI. 

Travaux de Bour. 

• 

I4t. Avant d'exposer les travaux de Bour, rappelons le 
théorème de M. Bertrand (n^ I8t) duquel il résulte que la solu- 
tion complète d'un problème de mécanique peut être formée de 
2n intégrales du genre suivant : 

1"* L'intégrale des forces vives a = H ; 

2* Une intégrale qui contient le temps P = G — t; 

S"" 2n — 2 autres intégrales, indépendantes du temps, a^, 



( 23i ) 

^1 ••• <h^u ^1 é^n^ UQ6 intégrale quelconque indépendante du 
temps, et autre que celle des forces vives. 

Ces diverses intégrales doivent donner, d'après le théorème 
de M. Bertrand : 

(a,,a,)=»1, (a,,G) = 0, (a, , a,) = 0, 

la dernière équation pour toutes les valeurs de t égales à 3, 
4, ... %% — 2, c'est-à-dire pour t différent de 2. 

D'après ce que nous savons, les intégrales «i, oc,, ... a,,.,, 
doivent satisfaire à l'équalion aux dérivées partielles : 

ou bien : 

(H, ç) = 0, 

laquelle est aussi vérifiée par (=3 H, et dont la solution la plus 
générale est donc : 

Ç =/ (H, ai, a,, ... a|„_,). 

Au contraire, pour Ç=G, le premier membre de l'équation (1) 
se réduit à l'unité, c'est-à-dire que l'on a : 

{H,G)=1. 

Il est évident, d'après ce que nous venons de voir, que l'équa- 
tion aux dérivées partielles (1), qui est linéaire, peut remplacer 
les équations canoniques. 

Les travaux de Bour (*) consistent à montrer comment on 
peut abaisser Pordre de cette équation : 

(H,ç) = 0, (i) 

quand on en connaît une ou plusieurs intégrales. 

148. Examinons d'abord le cas ou l'on ne connaît que l'inté- 
grale des forces vives : 

H = A. 

(*) Mémoires des Savants étrangers, t. XIV. 
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On se servira de cette intégrale pour éliminer Tane des 
inconnues, par exemple p», qui sera exprimée en fonction 
de H, 9i, 9,, ... 9«, pi, p,, ... p^^; il s'ensuit qu'une fonction 
quelconque de 91, ç,, ... 9», Pi, Ps, ... p., deviendra une fonction 
de H, 9i, 9,, ... 9„ p,, p,, ... p,^|. C'est ce qui arrivera pour la 
fonction (. 

Or, si nous distinguons par un accent les dérivées prises dans 
la nouvelle hypothèse, nous aurons : 



iX 


JÇ 


3Ç 


JP» 


ip, 


5p, 


3P, 


5p, 


J'Ç 


3Ç 


3Ç 


3P» 




= 1- 






iqt 


îqr, 


¥™ 


Jgr, 



D'autre part, si nous remplaçons dans Téquation : 

p. par sa valeur, cette équation devient une identité; par con- 
séquent, on a : 



dH ^H Dp„ 

— -♦- — -i-^=-0, 

^Pi ^Pn ^Pi 

DH DH Dp„ 
Dgr< Dp„ D(jr, 



/ 



(2) 



Donc, 



oç 



DH 

OÇ 3p, 



^P< î^Pl ^P« ^qi ^Pi ^n ^ 

DH 

îJ?* î^g. ^Pn ^i ^qi î>p„ ^ 

Remplaçant dans l'équation (1), il est facile de voir que les 
termes qui renferment ^ se détruisent deux à deux, et il reste : 

dH d'ç dH d'ç DH D'ç dH d'ç _ 

Dç, p, Dpi Dç, " Dç„ Dp„ ;ip„ dq. 
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Si nous divisons les deux membres par — ~ , et si nous 
observons que ^ est nulle, puisque les dérivées a£fectéés d'un 
accent se rapportent à l'expression de ^ ne renfermant plus p», 
il vient, en vertu des équations (2) : 

^^_^^H- i?!Li!LH-— =0 

c'est-à-dire, 

^1 W?/ ^Pi ^Pi HJ Mn 

OU bien, en supprimant les accents qui sont devenus inutiles : 

^i Vî)?.- î)Pi î)p* î)?./ î>?„ 
En appliquant les mêmes calculs à l'équation : 

(H, G) = i, 
il vient : 



et, en observant que l'on a : 



Dp.. Dqf,/ D9„ 


dH 


• 
• 


3P- 


3H DH 




»P„ 





on obtient l'équation : 

y/Dp^DG_Dp^DG\ DG^ ^». (4) 

-^4 VDç, Dp, dpi HqJ D(jr„ DH 

L'équation (3) a les mêmes intégrales que l'équation (1), à 
l'exception de celle des forces vives H = A, C'est cette équa- 
tion (3) qu'il faudra intégrer lorsque l'intégrale des forces vives 
sera seule connue. 

144. Supposons ensuite qu'outre l'intégrale des forces vives : 

H = A, 
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on connaisse une antre intégrale : 

«i=fi(9*» ?«> — ?ni Pi» Pi» —pJ- 

Si l'on exprime qu'une fonction : 

^ = A(?t> ?«» -9/.» Pl> P«' -Pn)» 

donne identiquement (théorème de M. Bertrand) : 

(«1,0 = 0, 

nous aurons une équation de la même forme que l'équation (1) : 

Cette équation est vérifiée par : 

mais elle n'est pas vérifiée par : 

puisque l'on a : 

Gela résulte du théorème que nous avons énoncé ci-dessus 
(n"" I4t), en vertu duquel on a : 

(a,, a,) = i, 

(a, , a,) = 0, (pour t == 1, 3, 4, ... 2n — 2.) 

(«1 , r,) = 0, 
(«,, H) = o. 

Or, l'équation (5) étant vérifiée par Ç <» H, on pourra lui faire 
subir la même transformation qu'à l'équation (1). Il arrivera ainsi 
que cette opération qui a pour but d'enlever la solution connue 
^ == H, conduira à deux équations différentes, suivant que ^ sera 
égal à G, où à l'une quelconque des autres intégrales de l'équa" 
tion (5). 

Il résultera donc de là que, si l'on prend la deuxième forme. 



I 



( 255 ) 

c'est-à-dire celle qui correspond aux intégrales autres que G, 
OD aura éiimiDé rintégrale inconnue {^«^G, là seule qui ne 
vérifie pas l'équation (1). 

Pour transformer l'équation (5), on devra opérer comme nous 
l'avons fait pour transformer l'équation (i), c'est-à-dire que l'on 
devra remplacer dans (5) 5^, ~-, etc., par les valeurs suivantes : 

î)a| D'jc, Oai 3p„ D'aj Daj Dqf; 

^9. ^9.- ^P« ^9< î^?< ^Pn ^ 

DH 

I)^, "" Dy, Dp, dqt ^ Dç, D/i, D!^ ' 

etc. 

Nous aurons ainsi : 

3Ç_ 

ip^ 1""^' /JH s'a, OH y«,\ pH J'a, • JH 3'a,\] 

^ \\ P^ ^ ^** ?!i^ l^^ ^'^ ^^ ^-i\l 

^ L I \^i ^P» ^Pi ^J \^n ^Pn ^Pn ^J\ 

^Pn 

Dai DÇ 

Dp^ Dp^ ^ /DH DH DH DH 



« -^1 Uqr, Dp. Dpi Dgr,/ "^ 



Ê) 



Or, les termes de la dernière somme se détruisent deux à deux ; 
en outre, puisque, comme nous l'avons dit précédemment, les 
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dérivées ^ , |^ sont nulles, les termes qui contiennent ces 
dérivées sont nuis, et il nous reste l'équation : 



/, M^Vf— — — — — 



aç 



3p, rv (^^ ■''"• ^^ ■''A '*'* ^'"'i 

âH i-^, fe. J^r ~ âyi JpT/ "^ JF« 3?!iJ 









^Pn 

OU bien : 



^Pn LA \î>g* î^P* î>P.- ^i / i>9a J 

^P» L"^l ^^i ^Pi ^Pi ^J ^nl 



Mais, le coefficient de ^ , c'est-à-dire. 






est identiquement nul, puisque a^ est une intégrale de Téqua- 
lion (3). 
Quant au coefficient de |^ , lequel est : 



AW.- ^Pi ^Pi ^qJ . î>9n' 



il est nul, en vertu de Téquation (3), lorsque C représente une 
quelconque des quantités : 



«1, «3 5 ••• O^U-t'y 
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aa contraire, lorsque Ç«»G, il résulte de Téquation (4), que ce 
coeiBcient sera égal à — ^. 

Par conséquent, dans le cas où ^«=»G, le dernier terme de 
(«4, ç) sera : 

;)p^ DH "^ DH 

II résulte donc de là que la transformation de l'équation (5) 
nous conduit à la forme suivante : 



1 \^i ^Pi ^Pi ^J 



lorsque Ç représente Tune des intégrales : 

tandis que, si 2; est égal à G, la transformation nous conduit 
à la forme : 



•^*/y«4D'G D'à, D'G\ D'à, 

i v^9i ^Pi ^pi ^i I î)H 



En supprimant les accents, ces deux équations deviennent : 

v(?!l^_^^]=o. («) 

1 \^qi ^Pi ^Pi ^qJ 
pour Ç = a,, «5, ... a„_i; 

^A^i'iqi ^Pi^il DH' 

On trouverait de même que l'intégrale oc, satisfait à l'équation : 

^i Idç, Dp, Dp, Dç.j 

L'équation (6) est tout à fait semblable à l'équation (1), et elle 
aura pour intégrales : 

qui sont des intégrales du problème, et qui donnent : 
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L'équation (6) contient deux termes de moins qae l'équa- 
tion (1); elle a, comme on voit, les mêmes intégrales que l'équa- 
tion (1), sauf a, et H. Cette équation (6) est déduite de l'équa- 
tion (5), et l'on voit qu'en éliminant l'intégrale ( «= H, on a aussi 
éliminé l'intégrale ^^^^G, c'est-à-dire la conjuguée de H. 

En résumé donc, l'équation : 

(H,ç)=0, (i) 

est vérifiée par : 

Connaissant, outre l'intégrale des forces vives H>=>A, une 
autre intégrale ai, on cherche à déterminer une équation plus 
simple que l'équation (1). On détermine une équation, qui est 
l'équation (6), laquelle a la même forme que l'équation (1), mais 
qui a deux termes de moins, et qui a pour intégrales : 

En d'autres termes, la connaissance de l'intégrale a^ nous 
permet de déterminer une nouvelle équation à laquelle satisfont 
les intégrales a,, ... o,^,. La connaissance de «i permet d'éli- 
miner sa conjuguée a,, qui n'est pas une intégrale de l'équation 
réduite, et la question est ramenée à intégrer une équation plus 
simple que (1). 

145. Soit og une intégrale de l'équation (6). On peut concevoir 
que l'on complète (théorème de M. Bertrand) la solution du pro- 
blème au moyen de l'intégrale aj, et d'intégrales a^, a^, ... o^.,, 
qui, avec Og, forment 2n — 3 intégrales de (6), et telles que 
l'on ait : 

(«5, «,) s G, 

pour t «=> 5, 6, ... 2n — % mais que l'on ait : 
De plus, on aura : 

(a, , a.) = G, 

pour I s= 3, 4, 5, ... 2n — 2, puisque toutes ces intégrales satis- 
font à réquation (S). 



I 



I 
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Cela admis, au moyen de Tintégrale : 

*i =f(H> 9h 9«» - 9«»Pi>Pî> — Pi-4)' 
on tire : 

P1.-1 = AH, «j , Çi . 9i, ... 9„, Pi, p«, ... p»-«). 

Si l'on substitue cette valeur dans a^, et si Ton calcule les 
coefficients de l'équation : 

(«., K) = 0, 
c'èst-à-dire les dérivées : 

qui entrent dans l'équation : 

\?(— — — — — ^==0 



on arrivera à l'équation : 

"2(^^_^'^)=0. (9) 

qui a deux termes de moins que l'équation (6) et qui aura pour 
intégrales : 

c'est-à-dire que l'on a éliminé en même temps les intégrales a^ 
et «4. 
L'intégrale a« satisfait à l'équation : 

analogue à l'équation (8), mais qui a deux termes de moins. . 

L'équation (9) a donc les mêmes intégrales que l'équation (6), 
sauf (3(| et a^. 
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I4S. On peut, comme on voit, au moyen de chaque intégrale 
connue, diminuer de deux unités le nombre des termes, et le 
nombre des variables. Cette diminution provient de ce que 
chaque intégrale connue permet d'éliminer sa conjuguée, qui est 
étrangère à l'équation réduite. 

On peut ainsi de proche en proche (du moins en théorie) 
obtenir une série d'équations analogues à (1), (6), (9), etc., et 
Ton parvient ainsi à mettre la solution du problème sous la forme 
de 2n intégrales conjuguées deux à deux : 

Oi, Os, ... a„, 

6,, 6j, ... 6„, 

telles que l'on ait : 

(a, , 6,) = 1 , {Oi , a.,) = G , (a„ 6^) = 0. 

149. Voici maintenant comment on doit transformer le^ 
intégrales du problème, telles qu'elles sont immédiatement obte- 
nues (*), pour obtenir des solutions des équations (1), (6), (9), etc. 

Si Ton connaît une intégrale quelconque Pi, indépendante du 
temps, on peut poser a^ = Ç^^, et rien n'empêche de supposer 
que les autres intégrales, qui sont inconnues, forment un système 
du genre de celles dont le théorème de M. Bertrand démontre 
la possibilité. 

On calculera au moyen de l'équation «i «= ^^ les coefficients 
de l'équation (6) qui a pour intégrales : 

Supposons maintenant que l'on connaisse encore une seconde 
intégrale du problème P„ aussi indépendante du temps; cette 
intégrale P,, quoiqu'étant une intégrale du problème, peut fort 
bien n'être pas une intégrale a, et, par conséquent, on ne peut 

(*) En général,* les intégrales obtenues par un procédé quelconque ne 
seront pas des intégrales (x, c*est-à-dire ne seront pas des intégrales telles 
que Ton ait (a,-, a</) = 0. 
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pas poser, en général, p, = a,. On ne pourra le faire, comme 
nous allons le voir, que si l'on a identiquement : 

Pour continuer l'abaissement, lorsque l'on connaîtra cette 
seconde intégrale (3,, on formera la quantité ((3^, P,), et il peut 
se présenter trois cas : 

l"" Si l'on a identiquement {^i, ^,) = 0, on peut poser : 

et Ton formera l'équation (9) qui a deux termes de moins que 
l'équation (6); 

2° Si (^1, P,) est une constante numérique que Ton peut tou- 
jours supposer égale à l'unité, alors (3, est la conjuguée de Pi, 
et ne peut pas servir à continuer l'abaissement : en effet, la 
méthode qui a conduit à Téquation (6) consistait à éliminer de 
la solution l'intégrale conjuguée de «i, qui est alors étrangère 
à l'équation réduite; 

3" Si (Pn (3ï)=(35 est une fonction de p,, p„ ... p», Vi , 9*, ... y„ 
cette fonction, égalée à une constante, est une nouvelle intégrale 
du problème. 

On formera les expressions : 

(Pi 5 Ps) = p4 » (Pi » P*) = p6> •• > 

jusqu'à ce que l'on obtienne une fonction : 

(Pi , P*-i) = P* = AH, Pi , Pî, ... P*.-i), 

c'est-à-dire qui soit fonction des précédentes et de H. 
On cherchera alors une fonction : 

o (H, Pi, Pi, ... p*«|), 

telle que l'on ait : 

(p„a) = 0, 

et l'on trouvera l'équation différentielle partielle linéaire : 

Ou vXS ozs 

p» — h p* — -H ... -♦- Pa — — = 0. 

Dpj Dp» ^pk^i 

16 
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Cette équation nous permettra de trouver k — 3 intégrales 
du problème, fonctions de |3|, P,, ... ^«.1 et de H, et dont Tune 
quelconque peut être prise pour Tintégrale «s* Les autres satis- 
font à réquation (6), et pourront être employées pour rabaisse- 
ment de cette équation, de la même manière que les premières 
ont servi à l'abaissement de (1). 

148. Nous avons vu comment au moyen des intégrales qui 
sont connues, on peut abaisser Tordre de l'équation aux dérivées 
partielles du problème. Cette ressource épuisée, nous allons voir 
l'usage que l'on peut faire des équations réduites pour continuer 
l'intégration. 

Si, par exemple, on ne connaît pas d'autre intégrale que a^, 
on appliquera à l'équation (6) la méthode qui nous a servi à 
former l'équation (3), c'est-à-dire que l'on éliminera p,_i, expri- 
mée en fonction de «,, H, Çi, g,, ... g„, pi, p,, ... p»_,. 

On opérera de la même manière sur les équations (7) et (8), 
et Ton aura ainsi : 

I W?» ^Pi ^Pi ^qJ D9«-i"" î)ai 






DG :}p^„i Da, 



Or, il est facile de voir que l'on a : 

Da» DH"" DH 

En effet, de l'équation : 

«i = f(H,Pi,p», -p.-i, în ?j, ... 9„), 
on tire : 

Pi.-i = A«i> Hj Pu P«> - Pn-tj ?i> ?i> ... 9«). 
Mais , si Ton remplace dans le second membre de cette der- 
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nière équation a, par sa valeur en fonclion de Pi.Pt, ... p,_,, 
9i, 9t, ... 9«, H, on obtiendra une identité. 
En différentiact celte identité par rapport à H, il vient : 

[^'équation (15) se réduit donc à la suivante : 

"^1 \ ^qi ^Pi ^Pi ^qJ î>9«-i î)H 

Nous pouvons encore transformer les équations (3) et (4), en 
remplaçant la variable p..i en fonction de «i, et l'équation (3) 
nous donnera deux équations différentes, suivant que ^ sera égal 
à a,, ou à une autre quelconque des quantités a,, ct^^ ... a^_^ {*), 

On obtiendra ainsi trois équations analogues à (11), (12) 
et (14) avec cette différence que p«_i et 7„_i seront remplacés 
par Pn et g,, et l'on aura : 

5 -C^ — — -î^— + — = 0, (15) 

^1 vîJÇi ^Pt ^Pi ^qJ ^qn °^ oa, ' 

^1 \î)9* ^Pi ^Pi ^J ^qn î^H ^ 

Or, il résulte des raisonnements précédents que l'équation (3) 
a les mêmes intégrales que (1), sauf H; l'équation (11) a les 
mêmes intégrales que (6), sauf «i; l'équation (15) a les mêmes 
intégrales que (3), sauf «i et a,. 

L'équation (1) ayant pour intégrales : 

H, ai, O^, ... Otin.t9 

(*) Dans celte transformation, p«_«, er^ et a, joueront le même rôle que j9„, 
H et G dans la transformation de Téquation (5)« 
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il en résulte que (3) aura pour intégrales : 

«O *J» *8> ••• ^«-i- 

L'équation (6) ayant pour intégrales : 
réquation (11) aura pour intégrales : 
Enfin, réquation (15) aura pour intégrales : 

Les équations (11) et (15) admettent donc toutes les deux 
pour intégrales a,, a^^ ... «,„.,. Ces fonctions, étant au nombre 
de 2n — 4, forment la solution complète de chacune de ces 
équations, et toutes sont des intégrales du problème. Cependant, 
comme g» est considérée comme constante dans Tintégration 
de (11), et 9,.| dans l'intégration de (15), il s'ensuit qu'une inté- 
grale de la première, par exemple, ne satisfait pas nécessaire- 
ment au problème (*). 

En d'autres termes, toutes les intégrales du problème : 

satisfont aux équations (11) et (15). Mais il n'en résulte pas 
réciproquement que toute solution de (11) ou de (15) est une 
intégrale du problème. 
En effet, supposons que l'on connaisse : 

qui sont des intégrales du problème, et, par conséquent, de (11). 
Si l'on pose : 

j; = é(a3, a4, ... a^_,, qf„), 

(*) Ainsi, q„=iCon8t, est une intégrale de (ii), et f».| = const. une inté- 
grale de (i5), et ces deux intégrales ne sont pas des solutions du problème. 
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4^ étant une fonction arbitraire» cette équation ne sera plus une 
intégrale du problème, et cependant elle sera encore une inté- 
grale de (11). 

Il résulte de là que Ton ne peut pas remplacer purement et 
simplement Téqualion (3) par les équations (11) et (15), puisque 
ces dernières admettent des solutions étrangères au problème, 
quoique Ton puisse former leur intégrale générale uniquement 
avec les intégrales de (1) et (3). 

Nous pouvons remarquer que les intégrales du problème sont 
les seules intégrales communes aux équations (11) et (15). 

tâfi. Nous allons maintenant montrer quelle est la marche 
à suivre pour résoudre la question. 
Supposons que Ton connaisse les deux intégrales : 

«i==/l(?i> ?«> •••?«> Pn P«» ••?«)• 

Résolvons ces deux équations par rapport à p, et p._i, et cal- 
culons les coefficients des équations : 

2(^^_^^).-JL = o, (H) 

i \^qi ^Pi ^Pi ^qj ^n 

Cela posé, cherchons à intégrer Tune de ces équations. 

Soit l^i une intégrale de la première, par exemple; rempla- 
çons Z par ^1 dans la seconde (15). Si le premier membre est 
identiquement nul, Çi sera une intégrale du problème. 

Si le premier membre de (15) n'est pas identiquement nul, 
soit Zi le résultat de la substitution. Je dis que Z| <= const. sera 
une nouvelle intégrale de (11). En effet, d'après la théorie des 
équations différentielles partielles linéaires, Ç^ doit être. de la 
forme : 
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Si nous remplaçons Ç par celte valeur dans l'équation (45), 
nous aurons à remplacer ^, ^, etc., par les valeurs suivantes : 



3?i 


3Çi 


î)a3 


¥t 


3aj 


Dp, 


3?! 


5Çi 


Daj 








iq, 


Soj 


Dqr. 


3Ç| 


»?■ 


Daj 








î?» 


Daj 


3?» 



«^^1 *^a«ll-J 



■ ■ ■ ■ ■ * 



Substituant dans le premier membre de (15), il vient : 



DÇ 



♦ L i\^?< Dpi D/), D7./ DqfJ 



i^ai»_i L 1 ^^^< ^P< ^P. ^?< ^ «^7a J 

H 

Or, tous les coefficients du second membre sont nuls, puisque 
o^,a^, ... a^,., sont des intégrales de (15), et il vient : 

^» 

Mais, ^ sera une fonction de «x,, a^, ... a,».,, 9^, puisque 2;i 
est une fonction de ces quantités. Par suite, ||^ ou Z^ est une 
intégrale de Téquation (11). Cette intégrale en fournira d*autres, 
soit par une nouvelle application du théorème, c'est-à-dire en 
remplaçant dans (15) Ç par Z|, soit par la combinaison de Z^ 
avec Ç| pour former la fonction de Poisson : 

(Ç., z.). 
Nous aurons ainsi une série d'intégrales distinctes de Téqua- 
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tk>n (11), dont le nombre sera limité au plus tard lorsqu'elles 
formeront la solution complète de (11). 

Nous pouvons donc considérer ces intégrales de Téqùation (1 1 ) 
comme formant un système canonique partiel : 

6i, 6„ ..64, 
c'est-à-dire tel que Ton ait : 

(a., 6,.) = i, (Qi, bi,) = 0, (a^, a<,) = 0, 

pour des valeurs des indices comprises entre 1 et &, le nombre k 
pouvant d'ailleurs être égal ou inférieur an — % 

Cela posé, si nous remplaçons successivement dans (15), 2; par 
ai, 6^, a,, 6„ ... a^, 6^, nous obtiendrons des résultats qui seront 
des fonctions de ces mêmes quantités seulement et de 9.; sans 
cela, d'après ce que nous venons de voir, ces résultats fourni- 
raient de nouvelles intégrales de (11), ce qui n'est pas possible, 
puisque nous avons épuisé ce procédé qui nous a fourni les 
intégrales a^, 6|, ... a^, 6^. 

Désignons ces résultats respectivement par A|, B|, A,, Bs, ... 
Gela posé, je dis qu'il existe 2A; intégrales du problème qui sont 
des fonctions des variables a et 6, et de 9»; en effet, si nous 
substituons dans (15) : 

Ç = î'(«M f>i, Oi, 62, ...a*, 6*, gr„), 

et si nous exprimons que le résultat est nul, il est facile de voir 
que l'on a : 

# 

A, — + Bi — H- ... -t- A* — -«-B^-T-H = 0. (18) 

Or, cette équation différentielle partielle admet 2A: intégrales. 
Ces 2ifc intégrales sont des intégrales du problème : en effet, 
elles satisfont à l'équation (15); en outre, elles sont des fonctions 
des variables a et 6 et de 9., donc, elles satisfont aussi à féqua- 



[ 



r^ 
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tion (11). Ce sont donc des intégrales communes à (11) et (15), 
et, par conséquent, des intégrales du problème. 

t&o. Il est facile de s'assurer que Téqualion (18) a précisé- 
ment la même forme que les équations (3), (11) et (15), c'est- 
à-dire que Ton a (n"" t&t) : 

L étant une fonction de a^, a„ ... a^yb^^ 6,, ... 6^ que Ton déter- 
mine par une quadrature. 
L'équation (18) prend alors la forme suivante : 

— — lU- JL = o. (i9) 

Cette dernière équation n'admet plus d'intégrale étrangère 
au problème : elle est, au plus, de l'ordre n — 2, c'est-à*dire 
du même ordre que les équations (11) et (15). Elle peut être 
d'un ordre inférieur, suivant la valeur de k, c'est-à-dire que 
l'intégrale Ci^ étrangère au problème, permettra d'abaisser son 
degré. 

t&t. Proposons-nous maintenant de démontrer que l'on a : 

DL DL 

DOj ^Ui 

à cet effet, nous allons prouver que l'on a : 

DA|* DAj 
D6i Dbi 

En différentiant par rapport à g. l'équation : 



( 
il vient : 



^ P^Oi DOs Da, Daj\ 
^ \D7i D/?; Dpi D9./ 



^ \^9i ^<in^Pi • ^Pi ^q,fiqJ~'^ \^qi ^^i"" Dp, D7„Dqfj' 
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Or, Al étant le résultat que Ton obtient en remplaçant ^ par ai 
dans l'équation (15), il s'ensuit que Ai est définie par Téqualion : 

Dqr. Op, Dp, ôqf, Dqf^_, Dp»_, Dp,_j D9,., Dç^ 

Différenliant par rapport à Pi et à 9,, il vient : 

D'à, DAi Dp„ D'à, Dp„ D'à, 

^^— ^— •^•a ;^^S -^^-^ -^^^ *^^^~ ■ Il ^m ^■— a I —nos • • • 



• • • 



^Pi ^gfiPi ^qi ^pfiPi 



> 



^n^9i ^i ^i ^Pi^i ^Pi ^9i^9t 

TiOt ^l'p^ Da, 7i^p„ 

•\- 



^Pi ^qfiqi ^qi ^i^pi 

On obtiendrait de la même manière les dérivées : 



9 



^qn^Pi ^n^qi 

en opérant sur Téquation qui définit A,, c'est-à-dire sur le 
résultat de la substitution de a, à la place de C dans l'équa- 
tion (15). 
Substituant dans l'équation (20), on a : 

(a,, Aj) = (a,, A|). 

En effet, il est facile de voir que, par cette substitution, il ne 
reste que les premiers termes des dérivées ^^*-, 5^^' ^^^'^ 
tous les autres termes se détruisant. Ainsi, si nous cherchons 
d'abord ce qui multiplie une des dérivées secondes de p», par 
exemple ^^ , nous trouvons dans le premier membre : 

Dqf, ^pi Dqf, ;ipi 
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et dans le second membre les mêmes termes avec les mêmes 
signes. 

Si nous cherchons ensuite le coefficient d'une dérivée première 
de p., par exemple le coefficient de ^, nous trouverons que 
ce coefficient est, en faisani passer tous les termes dans le pre- 
mier membre : 

Or, cette expression est précisément la dérivée par rapport à p^ 
de (ai, a,) : cette somme est donc nulle, puisque (a^, a,) est 
identiquement nulle. Par suite, l'équation (20) se réduit à : 

(flo A,)=(a„ A|). (2i) 

Mais, A, étant une fonction de ai, 6 , ... a^, 6^, ç», on a : 

(a., A,) = (a., «.)-+(«., 6.)^-^... = ^. 

puisque tous les coefficients sont nuls, excepté (a^, 6^) qui est 
égal à l'unité (n"" 149). 
De même, on a : 

(««. A,) = — ; 
par conséquent, l'équation (21) nous donne : 

DÂg ()A| 

On aurait de même : 

le signe — provenant de ce que, si l'on a (a^, 6|)«=1, on a 
(6i»«i) = — 1. 

t&9. Remarque. — Nous avons supposé que les variables a 
et b formaient un système canonique; mais, ce système peut 
être incomplet. Si la variable a^y par exemple, n'a pas de con- 
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juguée, c'est-à-dire si l'on s'élait trouvé arrêté avant d'obtenir 6«, 
on aurait pour tout indice t, compris entre 1 et A: — 1 : 

On en déduirait, par la méthode qui précède : 

c'est-à-dire que Â^ serait une fonction de a^ et de 9. seulement. 
L'équation (19) devient alors : 

>_j \ -H A4 1 = 0, 

et l'on en obtiendrait une intégrale en intégrant l'équation du 
premier ordre : 

A*— -+-— = 0. 

t&8. Quand on connaîtra la moitié des intégrales du pro- 
blème, les équations telles que (11) et (15) deviendront illusoires. 
Il ne nous restera plus alors à trouver que des intégrales conju- 
guées, lesquelles seront données par les équations (4), (12), (14), 
(16), (17), etc., qui se réduisent à : 

Les sommes ont disparu, puisque la connaissance de n — 1 
intégrales autres que celle des forces vives a fait disparaître 
successivement un nombre de termes égal à 2(« — l)=2n— 2. 

Des équations qui précèdent, on tire : 

c/aj = — — rfgr, -t- — dq^ + ...+_ dqj , 

expression qui est une différentielle exacte. 



3p„ 

> 




^Pn 


Î)G Dp._| 



• *• 



( 252) 

On peut donc calculer les intégrales conjuguées par les équa- 
tions suivantes : 

1 



(22) 



Mais, ces équations peuvent être mises sous une forme plus 
simple; en effet, nous avons supposé idenliquement nulles les 
quantités telles que : 

(«1 > «a) = 0, 

qui résultent de la combinaison deux à deux des intégrales 
«it «31 «8» — «j«-8. Or, M. Liouville a démontré (n° ift) que, 
dans ces conditions, l'expression : 

est toujours la différentielle exacte d'une fonction de 7i,qfj, ... q^Ç). 
Donc, en désignant par Y celle intégrale, on pourra écrire les 
intégrales (22) sous la forme suivante : 

DV DV ^ DV 

t&â. Remarque I. — Ce résultat est d'ailleurs conforme au 
théorème de M. Liouville (n"" 78). En effet, d'après ce théorème, 
on sait que, connaissant la moitié des intégrales du problème, 
satisfaisant à la condition (a^, a.,) = 0, on peut tirer des inté- 
grales connues les valeurs de p^, pj, ... p,; la quantité : 

est la différentielle exacte d'une fonction Y. 



(*) En effet, «i, a, , a,, ... a^-zy H forment la moitié des intégrales du 
problème. 
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Les intégrales qui complètent la solution du problème sont 
alors données par les équations : 

0V__ DV ^ G — — ^ 

1&&. Remarque IL — Nous avons supposé jusqu'ici que le 
principe des forces vives était applicable, c'est-à-dire que la 
quantité H ne renfermait pas explicitement le temps : c'est ce 
que Bour avait supposé dans son mémoire. Mais M. Liouville f ) 
a fait remarquer que la théorie de Bour s'étend au cas où l'on 
considère les équations canoniques, abstraction faite de la dyna- 
mique, c'est-à-dire lorsque H est une fonction de t, 91, q^^ ... 9,, 

Pi y Pu ••• Pu» 

En effet, l'équation qui exprime que a est une intégrale des 
équations canoniques, c'est-à-dire que la dérivée totale ^ est 
nulle, en vertu des équations canoniques, est : 



- + 5 =0- 



Or, cette équation a précisément la même forme que les équa- 
tions (3), (H), (i 6), (19), ... 

Toutes les équations sont ramenées à un type uniforme, 
H et t jouent ici le même rôle que deux variables conju- 
guées p„ g,. 

Si H est indépendant du temps t, le problème admet pour 
intégrale H => const.j de même qu'il admettrait pour intégrale 
P( = consLj si H était indépendant de 9,. 

(*) Journal de LiouvWe, t. XX, p. 456; Rapport de M, Liouville. 



■- '• 
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XXII. 

Variation des constantes arbitraires dans les problèmes 

de mécanique. 

t&e. Supposons que la fonction H puisse élre décomposée 
en deux fonctions Hi et Q, de sorte que les équations à intégrer : 





dqi 

dt 


DH 


1 




dpi 

dt 


DH 

D7, 


1 


deviennent : 










dqi 
dt 


DH, 

h 

^Pi 


Dn 




dpi 
dt 


DH, 
Dqf,. 


Dû 
Dqfj 


Supposons 


que les équations cano 


inîc 




dqi 
dt 


DH| 

^Pi 


1 




dpi 
dl 


DH, 

Dy,. 


■) 



w 



(2) 



(3) 



puissent être intégrées, et soient a^, a,, ... a^^, les constantes 
d'intégration, telles que Ton ait : 

La fonction Q est, en général, très petite par rapport à Hi : 
on rappelle fonction perturbatrice. Les équations (2) s'appellent 
les équations du mouvement troublé; les équations (3) sont les 
équations du mouvement non troublé. Dans la plupart des cas, 
la fonction Q ne dépend que des positions des points mobiles, 
c'est-à-dire des variables 90 ^^^ ^^^ indépendante des p,. 
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Nous considérerons le cas général où la fonction Q dépend 
des P(y Çi et de L 

Nons supposerons que les intégrales des équations (2) aient 
la même forme (4) que les intégrales des équations (3); mais 
nous supposerons que les a, qui étaient constantes dans les inté- 
grales des équations (3), c'est-à-dire dans le mouvement non 
troublé, deviennent des fonctions de t dans les intégrales du 
mouvement troublé (2). Ainsi, d'après cela, les dérivées de p,, q^ 
par rapport à /, en considérant les a, comme des constantes, 
satisfont aux équations (3), tandis que les dérivées, prises en 
considérant les a, comme. des fonctions de ^ satisfont aux équa- 
tions (2). 

t&7. Nous nous proposons de déterminer à quelles fonctions 
de iil faut égaler les a, pour satisfaire aux équations (2). 

Nous allons d*abord démontrer une formule due à Lagrange 
et dont nous aurons à faire usage. 

Des 2n équations (4) : 

on tire : 
Mais, les équations (2) nous donnent : 

^MMi^ S^S ^MMNMB «■«■M B^HH^ • 

i^Pi dt Dp,. . 

D'ailleurs, des équations (5) on tire, en considérant les a^ 
comme des variables, fonctions de t : 



par suite, 



rfe "^ Df "*" -^ lion dt ' 

î)û D^,. ^ Tiq^ dak DH| 

Dp, n ^^o^k dt Dp, 
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Or, ^ est la dérivée de 9, par rapport à t^ que Ton obtien- 
drait en considérant les a, comme des constantes : c'est donc la 
dérivée de qt qui satisfait aux équations (3), et Ton a, par con- 
séquent, en ayant égard à ces équations (3) : 



de même, 



Dpj ^ Dttji dt 

Dû ^ ^Pi doLk 

"bqi ^ "boLn dt 



D*ai!leurs, puisque Q est une fonction desp<, 9^ lesquelles 
sont des fonctions des a„ on a : 



Dû ^ (7^0. Dp,. Da DçA 
Da ^ \D», ':ioL TiOf Da /' 



Dû Dû 



d*où, en remplaçant ^, ^ par leurs valeurs, il vient : 



Dpr dqi 



Dflt ^ ^^ xDa^ Da D»x* ^ol I dt 

et, en posant (n"" tio) : 

r^ al « ^ (^" ^' — ^' ^'], 
^ XDa^ Da 'bait Da / 

on a la formule : 

C'est la formule de Lagrange : le signe S se rapporte à l'in- 
dice &, tandis que a est un élément déterminé. 

t&8. Propriété. — Il est facile de démontrer que VexpreS' 
sion [a^i, a] est une fonction des éléments seulement, c'est^à'dire 
qu'elle ne renferme pas explicitement le temps. 
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On a donc à démontrer que' l'on a : 



D[ai, a] 



dt 



= 0. 



A cet effet, reprenons l'expression : 






Dp, Dqfj Dpî D^i 

idoCjt da Dkj^ Dot 



da^ Da 

Da^ DâC / 



On a évidemment : 



[«*> «] = 



\ Da* oa^ 



Da 



Dr/, Dr/, 



Da* 



par conséquent, 

^[ak^ a] 
ït 



P —] 



-t) 



Do„\ 1 

D* (p, ;^' -*- pî ;^' -I- ... ^ p„ —j 



^1 



DÇi 

Da» 



DaD( 






Pn 



Da 



Da.Df 



On a d'ailleurs : 



?;-=T7 = 



Dqr. 
D^ 

^< 
De 



DH, 

DH, 

dqt 



17 



(7) 



(5) 
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par suite, 



Df 



I — -H — ^. ... -4- . I 






D — D — D — 

Dpi Dp, Dp„ 

= P« -— -+- Pi -T— -*- - ■+" P«-r~" 

\D^, Da* Dqf, Da^ ^„ DatJ 

DHi DHi dtii 

— D — D — 

Dp, Dp, Dp„ 

==p,-- 4-p, ~ -+- •. -*-p„ — - 

/DHi î)pi ^H, Dp, DHi ^Vn\ 

\bpi D«4 ^p<i :iat ^p„ ^aj 

/DH, :ip, DHt Dp, DHt DpA 

\^Pi Da* D/ï, D«4 iip„ Da^/ 



DHi ^7i î)H, D^, 

,D^, Da* Dy, Da* 



DH, D7 \ 

■ ••• -4- • 1 

Dgf„ Da»/ 

/ DH, DH, DH\ 

U .+.p^ + ... ^p j 

\ Dp, Dp, Dp„/ 



DH, 



t)a* Da* 



dh, dh, dh, 

Mp» — -^ P« 7- -*-••-*- Pn :;^ "t 

^Pi ^Pt ^Pn 

Dâc> 
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Si l'on différentie de nouveau par rapport à œ, on obtient une 
expression dans laquelle on peut changer a^ et a. l'une dans 
l'autre. On a donc : 






dadf 



^ \P^T~ "*" ^«;" "*" *•' "*■ P« ";"/ 



par suite, le second membre de l'équation (7) est identiquement 
nul, et l'on a : 

u ' 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

159. Remarque I. — On peut encore démontrer la propriété 
précédente d'une autre manière. A cet effet, nous ferons usage 
d'une formule qu'il est facile de vérifier. 

Soient p., g, des fonctions des trois variables <x, P, ^, il est 
facile de voir que l'on a identiquement : 

0[a, f] 0[p, (] D[f , a] 
1 -I = U. 

D« Da Dp 

Pour appliquer cette formule au cas actuel, supposons que les 
quantités ç,, Pi soient des fonctions telles que l'on ait : 

H D/9,- 

lorsque Ton remplace dans les expressions 3^*, ^ les quantités 
p et 9 par leurs valeurs en fonction de a, (3, ; et des autres 
éléments. 
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Cela posé, on a : 

'■^' ^^P ^t D« Dp "*" Dp D( D( Dp 

Dq^i DÏ[i Dpi DH| Dqr, DHi Dp, DH^ 

"~ DP Dqfi Dp Dp, Dp Dqfj Dp Dp, 
DH« 

de même, 

Da 

par conséquent, 

^[M_^D[^_«]_^^ 

Da ^ Dp 

Par suite, en vertu de Tidenlité précédente, on a : 

^[OL, P] 



Dt 

ce qui est la propriété énoncée. 



= 0, 



teo. Remarque IL — Si «,(3,7 sont trois éléments arbi- 
traires, et si Ton remplace t par y dans l'identité ci-dessus, on a 
la relation : 

D[«, p] D[p^] D^^jO 

-t- -t- — — ^— — ï^ vF. 

^y lia Dp 

tel. Proposons-nous maintenant de trouver l'expression 
des ^, c'est-à-dire les valeurs que l'on obtiendrait en résol- 
vant les équations (6) par rapport aux ^. 

Des équations (4) : 

on tire : 

da Tia Y!* /^^ ^9' '^^ ^/'A 
rf( ~~ D( ^ ^ VD^j. rfT ^ Dpi rfT/ ' 

OU bien, en remplaçant ^', ^, par leurs valeurs (2) : 

da. Da y, fDa D(H| -4- n) Da D(H4 -4- O)"! 
(/f DC ^ \jiqi ^^pi Ipt Dqf, J 
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ou bien encore, d'après la notation de Poisson (n^ eo) : 

-=--^(«,H.H-n). 

Or, si l'on suppose û = 0, a est une intégrale des équa- 
tions (3), et l'on a : 

da. 

ou bien : 

^ + (a,H,) = On. 

Par suite, en soustrayant, il vient : 

da 
^=(.,a); 

en développant le second membre, on a : 



da ^ /Da Dn da Da\ 
dt ^ \:iqi Dp, Dpi Dç./ 



€t, si Ton remplace 5^ » ff P^r leurs valeurs r 

Dp, ^ dak :ipi 

Dû ^ Da DdCit 
Dçf. ^ Da* Dqr. 

il vient : 

Cette formule est due à Poisson. Elle permet de déterminer 
«1 1 <%,, ... a»,, en fonction de ^ ; le signe S se rapporte à l'indice k. 



{*) C'est la formule que nous avons trouvée précédemment (n^ 109). 
(**) Q, étant considérée comme une fonction des a, lesqueUes sont des 
fonctions desp,-, 9,-. 



j 



1 
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te». Propriété. — Il est facile de s'assurer que les coeffi- 
dents (a, aj sont de simples fonctions des éléments seulement^ 
c'est-à-dire qu'ils ne renferment pas explicitement le temps. 

On a donc à démontrer que Ton a : 



D{a , a*) 



D^ 



= 0, 



A cet effet, reprenons l'expression : 



(a, ot*) = > , 



qui nous donne : 






D — 



Dx 
D — 



=2 



/ Dai Da 



(9) 



2lf 



Or, 



i^Pi Dt Dfi Df 



DiX 
D — 



Dç,^^ D*a ''^ 1 :>*oi DÇt, 



D*a Dpi,' 



^qi^Pkf ^t 



d^ailleurs, les équations (3) du mouvement non troublé nous 
donnent : 



par conséquent, 



D( 



dH^ 
^qkf 



D — 

D( 



D'à 



*'^-/ D^a DH, 



D*a DH< 



DÇiD^ 4^, x^qfiqk, ^Pk^ ^qt^Pk» ^9*/- 



de même, 



Da 
D( 



Dp.Ot 4^1 wpp?*r îïpi, Dp, 
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D'autre part, on a : 



. - + (a,H,) = 0, 



ou bien : 



lia ^'^"l^d DH, Da liHA 



Différentions cette équation successivement par rapport 
à 9,, p,, il viendra : 



«a *'^»/ D*a DH, D'à DHA 

ffDi A,^| UçiDqfi, D/Î4, ^qt^Pkf ^k'I 

*'^-/Da D'Hi Da Î^'H, \ ^ 






D 
¥ 



'a *S'/ D'à DH, D'à DH^\ 

),D/ ^/é, \Dp,-D9*, Dp*, ^pi^Pkr ^J 

kièi \^kf ^pf^Pkf ^Pkr ^pfiqkJ 

Retranchant ces deux équations respectivement des deux 
précédentes, ou a les deux équations : 



lia. 
D 
Dg 

D^ 

Da 



'^'\ ( ^"^ ^'H, D« D'H, \ 



lipi __ *'^" / Da D'H, Da D'H, 



^' t»=i \ D(/a, Dp.DpAf Dpi, Dp^Dç^r, 

Multiplions la première par ^, la seconde par 3^9 et 
retranchons, puis faisons la somme par rapport à l'indice t. 
Nous aurons ainsi la valeur de Texpression : 

/ ^oi Da 

éiW, "dT D^ D/ 
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Or, il est évident, puisque les indices i et k' doivent recevoir 
toutes les valeurs 1, 2, ... n, que l'on obtiendra la même valeur 
pour l'expression : 

.là \^Pi '^^ ^i <^* 

Par conséquent, le second membre de Téquation (9) est iden- 
tiquement nul, et l'on a : 

ce qui démontre la propriété énoncée. 

tes. Remarque I. — Celte propriété résulte d'ailleurs de ce 
que les .équations (8) peuvent être obtenues par la résolution 
des équations (6). Il est évident que si les coefficients [a, a^] ne 
renferment pas explicitement le temps, il en sera de même des 
coefficients (a, a^). 

104. Remarque IL — Remarquons aussi que les formules 
perturbatrices de Lagrange et de Poisson (6) et (8) ne changent 
pas, si la fonction H^, outre les g^, p<, renferme explicitement 
le temps. Dans ce cas encore, les expressions [a, a^] et (a, a^) 
sont des fonctions des éléments seulement. 

166. Si le système est tout à fait libre, et si l'on prend pour 
les variables g, les coordonnées rectangulaires elles-mêmes, alors 
les qi sont les a?,, y^, z^ et les p< sont égaux à m^^, »i,t/[, m^z^. 

Il est évident que, dans ce cas, les expressions : 



^PfiPk 
sont nulles; les expressions : 

WPk 
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soDl aussi nulles, eicepté pour k'=^ i : daos ce dernier cas, ces 
dernières se réduisent à ^ . Mais alors la formule : 



Sa aTI, Sa 3'H, \ 



Ces trois dernières formules ont été trouvées par Lagrange. 
On en déduit que, si une înt^rale (c'est-à-dire une fonction de ( 
et des 6n quantités x,, j/,, 2,, x',, y',, z'i, égalée à une constante 
arbitraire, sans que cette expression contienne d'autres con- 
stantes arbitraires) renferme une coordonnée, elle devra aussi 
renfermer le quotient différentiel de cette coordonnée par rap- 
port au teoaps ('). 

Réciproqneoaent, si la dérivée d'une coordonnée par rapport 
au temps n'entre pas dans l'intégrale, ou y entre seulement an 
premier degré, multipliée par une constante, la coordonnée cor- 
respondante n'entrera pas dans l'inlégrale. 

Ed effet, si a ne contient pas x', on a : 

Sa 

— =0, 



{■) J^coti, Vtvlatmgtn Sher Dj/nnmik, p. 42S, 
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et si CL contient x' au premier degré, multipliée par une con 
stante, on a : 

— . = const. ; 



donc, dans les deux cas. 



par suite, 



D — 
Dx' 
= 0; 

-==0, 

Dx 



et, par conséquent, a ne conlienl pas la coordonnée x. 

lee. Observons encore que, si le théorème des forces vives 
est applicable, ^ sera toujours une simple fonction des éléments 
seulement. En effet, dans ce cas, la solution du problème se 
compose de 2n — 1 équations avec an — 1 constantes arbi- 
traires entre Ies2n quantités ç^, p,, ne renfermant pas le temps /, 
et une Sn'' équation qui donne t + r exprimé en fonction des 
9<i Pm 1^ quantité r étant la Sn* constante arbitraire. 

Si donc a est une des 2n — 1 premières constantes arbitraires. 



on aura : 






- =0. 

Il 


Si a <=> r, on a : 


■ 






en effet, de l'équation : 




on déduit : 


t-^r-^ f(qi, p,), 




i 4- - — 0; 
dt 


par conséquent, 
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xxrii. 



Formules de perturbations. 

f e9. Nous avons vu (n^' 158 et te») que les expressions 

[a, (3] el (a, P) ne renferment pas explicitement le temps. 
Il s'ensuit qu'elles ne changent pas, lorsque Ton y fait / = 0, 
et que l'on remplace les variables p,, 9, par leurs valeurs 
pour ^ = 0. 

Si donc on désigne par c,, 6<, les valeurs de 9,, Pi, pour ^«=0, 
on aura : 



[a,p]= 1 h- 



/De, D6| 



(«^P) = 



DCj D6f 

idp Da dp da 
da dp da dp 

d/^i d6| dC« d6s 

^da dj3 da dp 
^d6| dC| d6j dfi 



de d6 1 

da dp 

dp da / ^ 
da dp 



(i) 



-4- 



d« dp 



Il résulte de ces deux dernières formules que, si Ton prend 
pour éléments a, (3, les quantités c,, 6, elles-mêmes, on aura, 
pour t et k différents : 

tandis que, pour A: = 1, on a : 

^i. M-= —Vu. Ci]^ 1, 
(^•, 6.) = — (^, c,^ = l 

Dans ce cas, chacune des formules (6) et (8) (n""' 159 et tel). 



da 

dp 

da 
dt 



2 [. ^1 '£■ 
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nous donne les équations suivantes : 



cici Dû 


dbi Dn 


dt d6i ' 


dt DC| 


dci :içi 


dbi Dû 


dt D&,' 


dt Dcj' 


dc„ Da 


db„ Dû 


dt D6, 


rf/ ;)c„ 1 



(2) 



Ces équations (2) forment un système analogue au système 
canonique. 

te8. Remarque I. — Si dans les formules (1), on fait |3=»6„ 
il vient : 

iiCi lia 

[a, 6,] = --, («, 6,) = — ; 

si l'on y fait P = c,, on a : 

[a, c,J = — — , (a, c,) = — — • 
oa Do,- 

f eo. Remarque IL — Si Ton prend pour les q^ les coordon- 
nées rectangulaires, et si l'on désigne par o<, 6,, c^, a[, 6[, c- 
les valeurs initiales de or,, ^,, z,, ar|, y,', 2-, les équations précé- 
dentes nous donnent : 



dUi zci dOi Da 

dt ^^a'i dt ^Ui 



dbi Dû db'i da 

'"•■rfF^DÏ^.' '"'Tt^~^,' 

dCi Dû dc[ Dû 

fWj --- = —- , t#t. — - = . 

dt dCf dt dCi 

Ces formules ont lieu même dans le cas où la fonction Q 
renferme les p„ c'est-à-dire les xj, yj, z^. 

190. La théorie que nous venons d'exposer nous permet 
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d'obtenir les éléments en fonction du temps de la manière 
suivante : 

Exprimons Q, au moyen des formules du mouvement non 
iroubléj en fonction des éléments b^, ... b„, c,, ... c„; remplaçons 
ensuite les quantités b|, bj, ... b„ par les expressions : 

dw m DW 

~~~~ y " > ••• " j 

et formons l'équation aux dérivées partielles : 

DW 



de 



-*- a == 0. 



Si W est une solution complète de cette équation, renfermant, 
outre la constante additive^ n constantes arbitraires ol^, a^i •• ^nf 

les équations : 

DW_ DW 

^Cl ^c„ 

DW DW 

~— =Po ... - — =13„, 
Da^ Da„ 

c/ans lesquelles (3|, p,, ... {3„ son/ t/e nouvelles constantes arbi- 
traires y sont les intégrales qui détermineront les éléments 
variables. 

191. Nous avons vu (n"" te9) que, si Ton choisit comme 
éléments les valeurs initiales des quantités 9,, p,, les équations 
différentielles qui déterminent ces éléments prennent, dans tous 
les problèmes de mécanique auxquels le principe des forces 
vives est applicable, une forme simple analogue aux équations 
canoniques. 

Or, les valeurs initiales des p,, 9, ne forment pas le seul sys- 
tème d'éléments dont les équations différentielles ont la forme 
canonique. Nous nous proposons de voir comment Ton pourra 
trouver les différents systèmes d'éléments pour tout problème 
de mécanique auquel le principe des forces vives est applicable. 
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Cette question se résout par le théorème suivant, qui est de la 
plus grande importance dans la théorie de la variation des con- 
stantes arbitraires. 

19 1. Théorème. — Soit H| une fonction de t et des quan^ 
tités q, , Pi , et soient : 

dt ~~ Dp~' 

dpi DH| 

dt ^i 

les équations différentielles du problème non troublé, desquelles 
on déduit les équations différentielles du problème troublé, en 
remplaçant H| par H| + û, û étant une fonction quelconque des 
2n quantités qi , Pi , et de t. 

Soit W une solution complète de l'équation : 

— H.H,«0, 

dans laquelle les Pi qui entrent dans Hi, ont été remplacés 

Soient ai, a,, ... a„, /e« n constantes arbitraires qui, outre la 
constante additive, sont contenues dans W, et soient : 

dw dw dw 

les intégrales du problème non troublé, (3|, P,, ... j3„ étant de 
nouvelles constantes arbitraires. 

Si, au moyen de ces équations et des équations : 

Oh exprime la fonction perturbatrice Q en fonction de i, et des 
éléments a, , Pj , et si l'on considère dans le problème troublé ces 
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éléments comme variables, on a, pour déterminer ces éléments 
les équations différentielles : 



(3) 



Dans les formules précédentes (n"* ie9) les constantes a des 
intégrales du problème non troublé étaient les valeurs initiales 
des qt. et les constantes P étaient les valeurs initiales des p^ 
changées de signe. Dans ce cas, le théorème que nous venons 
d'énoncer donne les formules (2) que nous avons obtenues 
(n"* 109), et dans lesquelles les valeurs initiales c,, 6, des q^ et p,., 
sont considérées comme les éléments troublés. 

Pour démontrer le théorème actuel, nous conviendrons de 
renfermer entre parenthèses les dérivées partielles de W consi- 
dérée comme fonction de t et des an constantes a, (3, et d^écrire 
ces dérivées sans parenthèses, lorsque W est considérée comme 
une fonction de /, des n quantités 9, et des n quantités a,- . 

On a donc, d'après cela : 

/DW\ DW DW Da, DW Dr/„ 
( — I = 1 ;_ _|- .. H L. , 

'DW\ DW D7, DW Dy„ 

.Dp7/ ""37, ^pk^""^ Dqr, Dp/ 

OU bien, en vertu des intégrales du problème non troublé, qui 
ont aussi lieu sans altération pour le problème troublé, avec cette 
ditférence que les éléments y sont considérés comme variables, 



( 
( 



DW\ Do, :>qi D(/_ 

— =(3* -4-^, — ^ p,— -+-...-♦- p^,_ 



DW\ D^i :iqi D7„ 

DpJ '*D|3* ^'dP, '"^p, 
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Or, si a, ^ désignent deux quelconques des 2n constantes 
arbitraires, on a : 

a,p== — 1 -4-.-»H — 

^ ^ Da Op Da Dp Oa D^ 

\Dj6 Dp Da Dp Da Dp 

\ Da Da Da / 

Dp 

Da . 

Faisons maintenant les trois hypothèses : 

a = a,., p = a*, 

« = «<» P = P*» 

« = p„ P = P*, 

les éléments a,., p, ayant la signification indiquée dans l'énoncé 
du théorème. 

Nous aurons, en observant que les termes provenant de la 
différentiation double de W, se détruisent : 

[«.•,«*] = 0, [p., P*] = 0, [a,,pj = 0; 

mais, pour A: = i, on a : 

[a,, p,] = — [p,,a,] = — 4. 

Par conséquent, pour (3 = a^, l'expression [a, (3] est nulle, 
excepté dans le cas où a =» (3,. , et alors elle est égale à l'unité : 

D'autre part, pour (3 = (3,, l'expression [a, pj est nulle, excepté 
pour a = «f , et alors elle est égale à — 1 ; 

[«,,p,] = ~1. 
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La formule de Lagrange (n'' 159) : 

m 

Dous donnera, en remplaçant successivemenl a par les 2n élé- 
ments, les 2n équations différentielles : 



dû 


d^i 










Doj- 


dt 




Dû 


doLi 








1 


Dp, 


dt 


/ 



(3) 



et le théorème est démontré. 

198. Remarque. — D'après la formule de Poisson (n"* lei), 
on a : 

par conséquent, si Ton remplace sous le signe H successivement 
(3 par les %i éléments, il résulte des équations précédentes (3) 
que, si l'on prend pour les éléments les constantes arbitraires 
0c,, ^i du théorème ci-dessus (n"* I9t), on aura les équations 
identiques : 

(«,, of,) = 0, ((3,, pO = 0, (a,,p*) = 0, 

tandis que, pour A=:t, on a : 

Les formules que nous venons de trouver sont d'une grande 
importance dans la théorie de la variation des constantes arbî' 
traireSf et dans l'intégration des équations différentielles du 
problème troublé. 

Tout système analogue d'éléments s'appelle système cano^ 
nique. 

18 
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194. Propriétés. — Les fonctions de Poisson [ai^a^) dans 
lesquelles a,, a^ sont deux éléments ou deux constantes arbi- 
traires « jouissent encore de plusieurs propriétés remarquables. 

l"" Elles sont indépendantes du choix des variables 9, c'est- 
à-dire qu'elles restent invariables, quelles que soient les posi- 
tions des points matériels que l'on prend pour les variables 9, 
pourvu que la signification des éléments n'en soit pas changée; 

2® Elles dépendent simplement des deux éléments a,, a*, 
de sorte que la valeur de l'expression (a,, Ot) reste la même, 
quelles que soient les constantes arbitraires choisies pour les 
autres éléments. 

Pour démontrer la première propriété, remarquons que, 
d'après la formule de Poisson (n® tet), les quotients diffé- 
rentiels des éléments variables sont égaux à des fonctions 
linéaires des dérivées partielles de la fonction perturbatrice û, 
prises par rapport à ces éléments, et la fonction (a^, a^) est 
le coefficient de ^ dans l'expression de ^ . Pour former ces 
dérivées, on doit exprimer Q en fonction des éléments et de /, 
et l'expression ainsi obtenue est complètement indépendante 
des fonctions des coordonnées des points du système que l'on a 
choisieis pour les variables q. 

La fonction Q peut être une fonction arbitraire de t et des 
2n quantités q,^ p,, laquelle peut, d'après cela, être une fonction 
arbitraire de t et des 2n éléments. 

Les fonctions (a,, a/) sont enfin tout à fait indépendantes de 
la fonction perturbatrice û, et sont simplement déterminées 
par les formules du mouvement non troublé. 

Supposons que, par un choix des variables 9, on ait trouvé : 

— — ^= A| h Aj j- . ,. -I- ^j^ , 

et que, par un autre choix, on ait : 

da^ dû Dn Dû 

-7- = Bi — -4- Bj —^ -4- ... -f- B||^ — > 
dt Dai Dtts dttiK 
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on en déduira : 

(A.^B|)— + (A,~B,)— + ... H- (A,."-B,,)L_ = o, 

A|, B|, ... Ate, B,. étant des fonctions de t et des éléments 

Comme, dans cette dernière équation, Q peut être une fonc- 
tion quelconque de ces mêmes quantités, on doit avoir : 

A| = B, , As = Bj , ... Aj» = Bj,. (4) 

Comme les A^, B, sont déterminés uniquement par les for- 
mules du mouvement non troublé, et que ces formules du 
mouvement non troublé n'établissent aucune relation entre 
ai, a,, ... a,, et t, c'est-à-dire entre les constantes arbitraires 
et le temps /, il s'ensuit que les équations précédentes (4) doivent 
être des identités; et, par suile, les coefficients A, sont indépen- 
dants du choix des variables 9,. 

Il est bon d'observer que, dans la démonstration précédente, 
nous n'avons pas eu à faire usage de la propriété que les coeffi- 
cients A, sont indépendants du temps. 

La seconde propriété des fonctions (a,, Ot) résulte immédiate- 
ment de la formule : 



(a^, a*) = 1 h ••• H 

D71 Dp, Dy, Dp, ^„ Dp„ 






Cette formule nous apprend que pour obtenir (a,, a^^), il suffit 
de connaître les expressions de a,, Ou en fonction de ^ ç,, p,, 
par conséquent, de connaître seulement deux intégrales du 
mouvement non troublé. On n'a donc pas besoin de connaître 
quelles sont les constantes arbitraires, ou les combinaisons de 
ces constantes que Ton choisit pour les autres éléments, c'est- 
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à-dire quelles sont les fonctions de f, 9,, p^ <]uii égalées à des 
constantes arbitraires, en vertu des intégrales du problème non 
troublé, sont prises pour les 2n — 2 autres des quantités 
Oi^Qi^ ... atM. Il n'est pas nécessaire non plus d'avoir trouvé les 
autres intégrales du problème non troublé pour obtenir la valeur 
de (a^, Qi), Mais, si l'on veut exprimer (a,, a^) en fonction des 
constantes arbitraires seulement, il faudra connaître les autres 
intégrales. 

195. Les fonctions de Lagrange [ai,a^] jouissent aussi de 
la première propriété que nous avons démontrée pour les fonc- 
tions de Poisson, c'est-à-dire qu'elles ne changent pas de valeur 
quelles que soient les fonctions des coordonnées que l'on prend 
pour les variables indépendantes qi, q^, ... q^* 

Cela résulte évidemment de ce que les formules de pertur- 
bations de Lagrange et de Poisson peuvent être déduites les unes 
des autres par la résolution de 2n équations linéaires. Les fonc- 
tions [a,, aj et (£7|, a^y peuvent donc être exprimées les unes 
en fonction des autres; par conséquent, si les valeurs des unes 
sont indépendantes du choix des variables 9^, il en sera de même 
des autres. 

Remarque. — On pourrait d'ailleurs démontrer directement 
cette propriété en raisonnant comme nous l'avons fait pour les 
fonctions (a,, a^) de Poisson (n"" 194). 

t9S. Propriété. — Les quotients différentiels partiels de la 
fonction perturbatrice satisfaisant aux formules de Lagrange, 
ne peuvent être exprimés que d'une seule manière en fonction 
linéaire des quotients différentiels des constantes, par des équa^ 
lions dont les coefficients sont indépendants du temps. 

Supposons que les quotients différentiels du premier ordre 
des qi restent invariables, soit que l'on considère dans leurs 
expressions en fonction des éléments et du temps, les éléments 
comme constants ou comme variables. 
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Nous aurons donc entre les éléments et le temps les n équa* 
tions suivantes : 



'^ du, 
'^ da, 

^«1 



^-i' da. 



Df/ 






- rfa^n = 0, 



^a 



da 



în 



0, 



tn 



(5) 






^7« 



Da 



dttin = 0, 



2» 



Or, en ayant égard à ces équations, on peut démontrer que 
J'on ne peut avoir deux équations : 



Dû doi ddi 

=^ i-H — - — "f" \Jf "Z — 

Dttj dt dt 



da 



Sm 



^n 



dt 



et 



Da dai 

Dttj dt 



D, 



dùf 



D 



da 



in 



tn 



rfî 



dans lesquelles les D^ soient différents des C,, si l'on ajoute la 
condition que les C, et les D, doivent être simplement des fonc- 
tions des éléments a^, a,, ... a^^^ ne renfermant pas le temps, 
propriété qui a été démontrée (n"" 158) pour les [a,., a^]. ^ 
Si nous posons : 

Cf — D| = E|, Ca — Dj =s Eï, ... Cj,, — Dj„ = Ej„, 

nous aurons à démontrer que des n équations différentielles (5), 
ou ne peut pas tirer une équation différentielle : 



Eidtti + E^da^ 



^înda^n = 0, 



(6) 



dans laquelle les coefficients E^ ne renferment pas le temps r, 
mais sont des fonctions de ai, a,, ... a^^ seulement. 

Or, en général, on obtient une équation de la forme (6), 
au moyen des n équations différentielles (5), en multipliant 
ces équations respectivement par n facteurs Nj, Nj, ... N», qui 
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peuvent être des fonctions quelconques de a^, a,, ... a., /^ 
et ajoutant. 
On a alors : 



Dqf, 



.T ^(li 






N. 



^ 
dai 



Dqf, 



ï)(/4 



.^ ^?' 






Dqf, 



Dqfs 



î^9« 



Pour que les seconds membres de ces équations ne contien- 
nent pas le temps t, on doit avoir les 2n équations suivantes : 



o=n; 



r ^?i . T^, ^7 



iitti 






= 



N' -I? 
oa» 



••• 



N 






N..i^-. 



N: 



>•• 



Do, 
'30, 



o=n; 



,»9i 



N. 



S?; 



n;'-?! 

^«i» 



Dg; 



N 



Da 



N, 



s» 



da 



N. 



^9l 



2» 



da 



2» 



dans lesquelles nous avons posé : 












Dqf, 



... <7» 



> ... K„ = 






(7) 



Mais, des 2n équations (7) on peut éliminer les 2n facteurs 

N,, NJ, Nj, n;, m. N„, n;, et l'on obtient une équation dififéren- 
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tielle entre les quotients différentiels partiels de Çi, 9,, ... 9., 
çii 92* «•• 9I P^i* rapport à a^, a,, ... a,. . Celte équation dont le 
premier membre est un déterminant fonctionnel nous apprend 
(n"" 50) que, entre les quantités 91, g^, ... q„y q[^ 9^, ... 9I, il existe 
une relation indépendante des a^, a,, ... a,„, mais qui peut cepen- 
dant renfermer la quantité t. 
Si Ton remplace gl, g^, ... q'n par leurs valeurs (5) (n*" t5e) : 

9i==r— » — 9»'=:- — » 
Dp, Dp„ 

on obtient une équation entre les quantités 9,, />, et /, sans 
constante arbitraire, laquelle équation résulterait des intégrales 
complètes du problème non troublé. Mais cela est impossible : 
car, on ne pourrait obtenir une telle équation au moyen des 
équations différentielles du problème non troublé, que par une 
intégration, et cette intégration devrait introduire une constante 
arbitraire. 

Remarque. — Si, considérant les a^ comme variables, l'on 
pose les fonctions g, , 9,, ... q^ égales à des constantes arbitraires, 
et si l'on suppose en outre que t est aussi une constante arbi- 
traire, on conclut de ce qui précède le théorème suivant : 

Théorème. — Soient 2n variables a,, aj, ... b^^ et soit Véqua^ 
tion différentielle : 

Eirfai -*- Ejdaj -h ••• ■+- Ej^rfo,» = 0; 

supposons cette équation intégrée par un système de n équations : 

9i = <^ij 98 = Cj, ... 9„ = c„, 

dans lesquelles C|, c,, ... c^ sont des constantes arbitraires qui 
n'entrent pas dans les fonctions qi, qt, ••• qn* 

Si ces fonctions renferment une constante arbitraire t, tout 
à fait indépendante de C|, c,, ... c„, il doit exister une relation 
entre les 2n quantités : 



... 



^" *" •••''" 3t M H 
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tHK. Propriété. — Les quotients différentiels des constantes 
dans les formules de perturbations de Poisson, ne peuvent être 
exprimés que d'une seule manière par une fonction linéaire des 
dérivées partielles de la fonction perturbatrice û, dont les coeffi^ 
dents sont indépendants du temps. 

Nous allons démontrer que, même dans le cas ordinaire, 
où la fonction Q ne renferme pas les p<, on ne peut pas obtenir 
les deux équations : 



--- = A| — h A, — -f- 

dt Dai DfiPs 

dai dû dû 
-- — = B| — -4- Bji 1- 

dt DOi DOi 



Dû 
A.-' — » 



^Ss 



Da 



Sm 



sa 
Bj„ — -•» 



dans lesquelles les Â„ B^ sont différents, si Ton ajoute la con- 
dition que les coefficients soient simplement des fonctions des a,, 
ne renfermant pas /. 

Puisque Q peut être une fonction quelconque de Oi, a,, ... a,., t^ 
telle que, par la substitution des expressions de a^^ a^, ... a,», 
en fonction de g,, 9,» ... 9., pi, p,, ... p, , f, les p^ disparaissent 
d*elles-mêmes, on peut considérer Q comme une fonction de 
tti, o,, ... ajn, t satisfaisant aux équations : 



TiO. 


Da, 




DQ 


^a^i 






lia 


^«t» 








-H 






•^ .. . 


-*- 






= 


dai 


î)pi 




Das 


^Pi 






^au 


î^Pi 




Dû 


:ia^ 




Dû 


^ia^ 






lin 


^flu» 








-4- 






-I-... 


-4- 






— 


Dai 


^p% 


• 


Das 

• 


^Pf 

• 4 


t • 


• 


• 1 


^Pt 

> m 


. • 



Dn Dai Dn DO) Dû Da^, 

Da, Dp„ Dttj Dp„ Da,„ Dp„ 



(8) 



Si Ton pose : 



A, — Bi = Fi, Aj — B, = F,, ... Aj« — B,„ = F,„, 
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nous aurons à démontrer que des n équations différentielles (8), 
on ne peut pas tirer une équation différentielle : 

m Dû Dii 

F.---*-F,— -^ ... V F, — = 0, (9) 

• 

dans laquelle les F, soient simplement des fonctions des a^ 
ne renfermant pas t. 

Or, on obtient une équation de là forme (9), au moyen des 
équations (8), en multipliant ces dernières par des multiplica- 
teurs &!, ki, ... k^, qui peuvent être des fonctions des a, et de ^ 
et ajoutant. Nousaurons ainsi les 2n équations : 

F, = «1 — -f. ATî h ••• -4- «„ — » 

Dp, Dpî Dp„ 

Da, DOj Da, 

Dp, Dp, Dp„ ) (10) 



Da<« Da,^ Da,, 

ï^i» = *i ^ k^ « ^- k^ , 

^P^ ^P2 ^Pn j 

Imaginons 9i, 9,, ... 9» exprimées en fonction de a,, ... a,«, ^, 
et différentions ces expressions par rapport à pi, ... p., nous 
aurons, pour chaque 9, les n équations : 



^j^^ia^ Dqf, Do, ^^^a 

liai ^^ <)«i ^/>i <)^ii ^Pi 



D(/.. Da, Dqff Da, :iqi :i(hn ^ 

D^, 0<7, 



(M) 



Multipliant les équations (11) respectivement par 5-137-, ... ^« 
et ajoutant, en ayant égard aux équations (10), il vient : 

F.^'-.F,^'-H...^F„^=0. (12) 

^Qi liât ^ia^n ' 

Or, si, comme on le suppose, F|, F,, ... F,, sont des fonctions 
de ai, a„ ... a,, seulement, ne renfermant pas l, on obtient. 
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en différentiant la dernière équation par rapport à (, et faisant 
t = i, 2, ... n, les 2n équations suivantes : 

fi- Hf,^ 1 ^ t^^- =30, 



F.??i + F,^H-...-^F,^ = 0. 
F.lVF,'iî-,-...H-F.^ii=0. 



Fj -^ -♦- F, -=- -t- — -4- Fj, -^— =» . 

Mais, de ces 2n équations il résulte : ou bien que les F< 
doivent être nuls séparément, ou bien que le déterminant des 
coefficients est nul. 

Or, si ce déterminant est nul, il existe (n"" 50) entre les 
quantités 9^ 9^ ^t / une relation ne renfermant pas les aô mais 
une telle équation serait une intégrale du problème non troublé, 
sans constante arbitraire, ce qui est impossible. 

On doit donc avoir : 

F| =3 Fs = ••• = Fj„ = 0, 

ou bien : 

A| =3 B4, As s=s B,, ... Aj„ = B,, , 



ce qui démontre la propriété énoncée. 



.1 
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XXIV. 

Formules de perturbations pour le mouvement 

d'une planète. 

198. Considérons un système matériel soumis à des forces 
données, et supposons que l'on ait formé les équations différen- 
tielles et les intégrales du mouvement. 

Si, à un instant quelconque du mouvement, des forces d'im- 
pulsion viennent à agir sur le système, après cet instant, les 
équations différentielles du mouvement seront encore les mêmes: 
les valeurs des constantes d'intégration seules auront changé 
dans les intégrales. 

Pour obtenir les valeurs nouvelles des constantes, il faudra 
calculer la vitesse de chaque point provenant des impulsions, 
et, d'après les positions de ces points à l'instant où ces impul- 
sions agissent, et leurs vitesses modiBées par les impulsions, 
on pourra déterminer les valeurs nouvelles des constantes 
arbitraires. 

Si un système matériel est sollicité par des forces perturba- 
trices , on peut imaginer que l'on remplace ces forces perturba- 
trices par des impulsions infiniment petites agissant pendant 
chaque instant. 

Au commencement de chaque instant, les positions dei^ points 
seront les mêmes que s'il n'y avait pas d'impulsions pendant cet 
instant, les vitesses seront aussi les mêmes, les accélérations 
seules seront changées. Les constantes arbitraires varient de 
quantités infiniment petites à la fin de chaque instant, et, par 
conséquent, deviennent des quantités variables. 

On conclut de là que les formules qui donnent les positions 
des points matériels, et les composantes de leurs vitesses reste- 
ront les mêmes que s'il n'y avait pas de forces perturbatrices; 
mais, les constantes arbitraires contenues dans ces formules 
seront changées en quantités variables. 

Dans le cas d'un point matériel attiré par un centre fixe, et 
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soumis à d'aulres forces perturbatrices, les éléments de l'orbite 
qui formaient les constantes arbitraires du problème deviendront 
variables. 

A chaque instant l'ellipse variable aura pour foyer le centre 
d'attraction, elle passera par le point attiré et sera tangente 
à la trajectoire du point matériel. 

tvo. Supposons donc que le point matériel soit non seule- 
ment sollicité par le centre fixe, mais encore par d'autres actions, 
et que la fonction de force soit augmentée de — û; nous aurons 
pour les équations différentielles du mouvement troublé : 



dC 


f/lX 


Dx 


= 0, 


d*y 
dt* 


-^^7- 

r' 




0, 


d'z 

de 


ffJiZ 


bz 


^0. 



Les équations du mouvement non troublé ont été mises sous 
la forme (n"" es) : 



dx DHi 


dx' :^\U 


dt '~ Dx' * 


dt Dx 


dy DHi 

dt D«/' ' 


' dy' DH, 
dt Dy 


dz DH, 


dz' DH, 


dt Dz' 


dt Dz 



dans lesquelles nous avons posé : 

H, = T-U, 

U étant la fonction de force ^, et T la demi-force vive du 
point matériel. 
Les équations du mouvement troublé pourront être mises 
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sous la même forme que celles du mouvement non troublé, 
pourvu que la fooclion de force U soit augmentée de — Q. 
Si nous posons alors : 

les équations du mouvement troublé seront : 



dx DH 


dx' DH 


dt "" Dx' ' 


dt Dx 


dy DH 
dt Dï/' 


dy' DH 

dt D«/ 


dz DH 


dz' DH 


dt Dz' 


dt Dz 



Si nous considérons les équations du mouvement non troublé, 
nous avons vu qu'en désignant par S la solution complète de 
Téquation différentielle partielle de laquelle dépend la solution 
du problème, et par A, 6, ^ les trois constantes arbitraires ren- 
fermées dans S, les intégrales du mouvement seront données 
par les trois équations : 

DS DS tt DS tt 

r, a, p étant trois autres constantes arbitraires. 

Comme nous Tavons vu (n"" es), h est la constante des forces 
'Vives, b Taxe du plan invariable, g la projection de cet axe sur 
la normale au plan fixe sur lequel on compte les longitudes, 
a la longitude du nœud de la planète, 6 la distance angulaire 
du périhélie au nœud, — t le temps du passage de la planète 
au périhélie. 

Dans le cas du mouvement troublé, les intégrales auront la 
même forme que pour le mouvement non troublé, mais on devra 
considérer comme variables les six éléments A, 9, 6, a, (3, t. 
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D'après la théorie générale, les valeurs de ces quantités seront 
données par les formules suivantes : 



dh m 


dr lia 


rff *^ ^ Dr ' 


dt dh 


dg Da 

dt Da 


dd Dn 
dt D^ 


db DQ 
dt i^^ 


di'^ïb 



180. On peut renoplacer les six équations précédentes par 
l'équation : 

dh ^ dq dh dr , da ^ rfô . 

(^û «= r- ^T r <îa âQ-^-r âh-i- --âq -^-^ âb. 

dt dt dt ^ dt dt ^ dt 

Or, en désignant par f l'attraction de l'unité de masse sur 
l'unité de masse à l'unité de distance, par 2a le grand axe de 
l'orbite, par e l'excentricité et t l'inclinaison de l'orbite sur le 
plan fixe, on a : 

ffi 

A s=s — ~ , 6 = Vffia(\ — e*), ^ = 6 cos t. 

2(1 

Nous allons substituer aux quantités A, 6, 9, les quantités a,e, t. 
En différentiant les formules précédentes, on a : 

dh = — - da , 

db = (^\(i^ é')da — ^aede \ , 

dg^s— j (1 — c')costrfa — 2ae ces ide\ — bsinidL 

On en déduit trois équations analogues en remplaçant la 
caractéristique d par $. .Cela posé, remplaçons dans l'expression 
de dQ les quantités : 

dh, db, dg, âh, âb et âg, 
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par ces valeurs, nous aurons : 

«în = — ^ — ^T — — (i — e') ces t- 2ae ces t — 

^^.^cfa + ~r^cosfl(i--e')(?a — 2ae^e|--6sint(?il 
d« 2a* dt [26 «^ ^ J J 

rft 26 *^ * 

Mais, on a aussi, Q étant exprimé en fonction des quantités 

a,6, t, T, a, P: 

Dn DQ DQ , ^iCl Da ^ DQ 

Da de Dt Dr Da d^ 

« 

En égalant les coefficients des variations da, Se, ... dans les 
seconds membres, on a les équations suivantes : 

— = l!l ~ + 1^ ( 1 — c') co S tV -*- ^ ( ^ -- O -7- ' ( i ) 
Dd 2o» dt 26 ^ ^ dt 26 Ut ^ ' 

dû /*aac . da faae dô 

— « — '-~-cost----i4---î-. (2) 
De 6 df 6 d< ^ ' 

Dû da 

-T-e= — 6sint-r-» (3) 

Dt dt ^ ' 



Da /p da 

D7^""2Ô*dF 



(4) 



Dû .dt /f* .da /ftoe .de 

— = 6 sm î -{1 — e') ces t -;- -*- -7— ces t -r-» (5) 

Da dt 26^ ^ dt h dt ^ ' 

DP 26^ ^d« 6 d( ^ ' 
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en lire : 






</o 2a' 3(1 
7l fr i7' 




m 


lU 1 an 




(8) 


II' l/fro(l-e')sini "' 


rff o(t— e')3P. 1/1 — e' 3û 
*" fr« '' ' l/frï.. 'P' 




(9) 


dt 1 3n eost 


an 


(10) 


<>• VIM.\ — e") siii i " ;/fra(l - «' 


sia .' ¥ ' 






(11) 


1^' l/fro . e >« l/frii(l - e'j sfn i 


dr 2a' DO a(l - «') Jû 




(12) 


dl fr Sa fre Je 



Les éléments a,e, t,a, P et t étant supposés varier très peu, 
i on les regarde comme constants dans les seconds membres 
le ces dernières équations, el si l'on considère t,qui entre dans Q, 
omme seule variable, on pourra calculer ces quantités avec une 
;rande approiimalion pendant un temps assez considérable 
1 l'aide des quadratures indiquées dans ces équations. 

18<. On peut remplacer la dernière Tormute (12), qui donne r, 
lar une autre d'une grande utilité. A cet effet, on remplacera 
a quantité r par Vanomalie moyenne : 

lans laquelle : 

„-l/fr.a-=. 

Observons que r n'entre dans H que par ), qui le renferme. 
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Or, si l'on remplace r par X, a entrera clans Û par n qui' lé ren- 
ferme, et nous aurons : 

da Dû da . Da da on 

Ai«=» — ^fl ^ — <ye-f.__^n — ^T H — ^a H — (Jfî 

da De Di Dt * D« Dp "^ 



© 



Dfi . Dn . Da Da J^a 

âa-i de -♦---« H ^A H tfa H tfÔ. 

Da/ De Di DA Da D^ ^ 



Nous désignons par ^^j la dérivée de Û par rapport à a, en 
supposant constant >, qui renferme a. 
Or, de la formule : 

on tire : 

Dn 
■=3 nâr -4- (t -f- t)— (îiB. 

Da 

D'où, en remplaçant SI dans Téquation précédente, et égalant 
les coefficients de da et dx dans les deux membres, il vient : 

:^T DA * 



DQ /Dn\ 

Da*™ W/ 



Da Dfi 



mais, d*autre part, on a : 



dx dr , ^ ^n da 

dt dt ^ ^:^a dt 

Des formules précédentes, il résulte que Ton a : 

da Sa* Da f a*n DQ 

di'^'^Jfl yê"^ JfT DA * 

dr 2a* Da a(\ — e*) Da 
dt ffA '^a f)te De 

Q(i— e*) Da 

/Â<e De ' 
19 



(15) 



2a' /Da\ 2a*, , DO :in 
/À« W/ /Àc ^ 'da Da 



